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PREFAZIONE 


’ Questo secondo volume, cÀe trallando delC Idraulica teorica, 
rende completa la prima parte del mio corso elementare di Mecca- 
nica e di Idraulica, i compilato con metodo analogo a quello che 
mi «erri di guida nel primo. Volendomi però tenere nei rigorosi li- 
mili della parte rasionale della Kienza,e non riputando opportuno 
il salire a molto elevali argomenti, sarei stato troppo breve’, ho 
quindi giudicato conveniente di introdurvi parecchie applicazioni dei 
principi fondamentali delCidraulica alla soluzione di varii interes- 
santi problemi, ammettendo quelle ipotesi che somministrano age- 
volmente dei risultati conformi all'esperienza, e che riescirebbe la-, 
boriosiuimo se non impossibile il dedurre dalle formule generali. 

Il principio esperimenlale dell’eguaglianza di pressione in tulli i 
sensi costituisce tale proprietà caralleristùa dei fluidi che, ad esem- 
pio del Poisson, non ho esitalo ad (usumere qual base deW Idrau- 
lica, quantunque sia ben noto che questa proprietà non i che se- 
condaria, e dipendente dalle leggi generali ddle azùmi molecolari. 

Le formule fondamentali del! Idrostatica sono dedotte in moda 
analoga a quello proposto dal Sig. Oslrogradsky : ma non ho cre- 
duto , come pretende questo dotto Geometra , di potermi esimere dal- 
t ammettere preventivamente C esposto principio , imperocché il ri- 
sguardare il differenziate comjdeto della pressione relativo soltanto 
alle variazioni delle coordinate dell’ elemento superficiale che si con- 
sidera, involve già tantamente la supposizione che il valore della 
pressione sia indifiendenle daiC inclinazione della superficie premuta 
agli assi orlogonali. 
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NeW Idrodinamica ho seguilo i medesimi principi ed ho partUor 
mente considerato il caso in cui l'integrazione delle equazioni dif- 
ferenziali si fa completamente, e quello in cui si effettua par- 
zialmente nel senso del molo vero deUe molecule del fluido. Sono 
quindi passalo a mostrare l'analogia che ha luogo tra le formule 
pertinenti a quest'ultimo moto con quelle che si riferiscono al moto 
lineare; e come semplici corollari di lutti questi //rincipj ho dedotte 
le leggi del molo dei liquidi per i vo« conimut e discontinui , per i 
tubi e per gli alvei , non che la teoria delle resistenze dei liguidi e 
degli urli delle vene contro ostacoli fissi o mobUL 

Venendo poi al molo dei fluidi elastici ho parlato specialmente 
della teoria del suono, dandole quella discreta estensione che mi i 
sembrata convemre ad un trattato elementare. 

Nell'ultimo rapitolo finalmente ho voluto offrire un saggio dei 
metodi conosciuti per risolvere in generale i problemi di Idrodina- 
mica riferendo la massa fluida a due o a tre coordinate, presentan- 
do di più delle espressioni integrali delle relative equazioni, che rac- 
chiudono in se un grandissimo numero di soluziorU di differenti 
problemi. 

Siccome poi nei moderni trattati di Meccanica pratica o indu- 
striale si su(de prendere per fondamento il prihcipio delle velocità 
virtuali unitamente a quello delle forze vive, coà ho creduto bene 
di dimostrare come e quando essi si verifichino per i liquidi, e per 
i fluidi aeriformi. 

Le applicazioni pratiche della Meccanica e dell Idraulica , che 
annunziai dover formare un terzo volume del mio corso ^mentore, 
costituiranno la seconda parte del corso medesimo , ma la pubblica- 
zione di essa sarà indipendente, e affatto separata dalla prima. 
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IDROSTATICA 


CAPITOLO I. Navoni preliminari P.ig i 

L y 

IJraulicii fi divide io Idroslalica ed in Idrodinamica. Definizione di 
fluido. I liquidi nalurali non goilono mai di una perrella fliiidilit. La deii- 
silh ne’ fluidi ai conaiilera come funzione delle coordiii.ile. Dittiniiooe dei flui- 
di in liquidi, e fluidi eeriformi ; suddiviiione di questi in gn ed io vapo- 
ri. — Liquidi visco.i. Come debba intendersi l' incompresiibililli de’ liquidi. 
Elaslicilb perfetta de* fluidi aeriformi. Legge di Mariotte aulii compressione 
dei medesimi. Espansione dei gas. Differenza fra vapori e gas. Dilatazione dei 
liquidi pel calorico, e leggi coi va soggetta. Descrizione del termometro, me- 
todo di graduarlo. Dilatazione equabile dei gas per eguali aumenti di tempe- 
ratura. Proprietk caratteristica dei fluidi di trasmettere in tutti i sensi le pres- 
sioni esercitate alla loro superfìcie. Come si misuri la pressione contro un e- 
Icmento della superficie interna del vaso dipendentemente da pressioni eser- 
citate alla suderficie libera del liquido. Pressione dovuta alle forze accelera- 
trici che animano tulle te muleciile di un liquido; essa deve considerarsi come 
funzione delle coordinale. La pressione che esercita un fluido elastico, o un 
vapore contro le pareli del recipiente che lo racchiudo è la misura della sua 
forza elastica ossia della sua tensione. Le forze elastiche di un fluido aeriforme, 
a leiiiperalure eguali, sono proporzionali alle di lui densità. 

CAPITOLO li. Efuationi Jondamenlal i dell’ Idrostatica . , P-g- 9 

Qualunque porzione di una massa fluida equilibrala, deve esseic in equi- 
librio in virtù dalle pressioni esercitate alla sua superficie, e dipenden- 
temente dalle forze onde essa |K>rziooe è animata. Componenti ortogonali 
di queste pressioni espresse per integrali dupli, eguali ordinatamente agli in- 
tegrali tripli che rappresentano le componenti rettangole delle forze suddette. 
Tre equazioni differenziali dedotte dalle precedenti eguaglianze. Le equazio- 
ni che impedirebbero il moto rotatorio riescono inutili. Il verificarsi di una 
sola equazione, da cui deducesi il differenziale completo della pressione, basta 
a rappresentare la contemporanea sussistenza delle Ire fondamentali. Integrale 
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del Tutore della pre sione. Qaetia dere sempre risature pesl^ira. Della 
snperricie di lirello. Equasioni che la rappresentano. Strali di li sella TrMfor- 
nazioni dell* equaaioni medesime. La risullanle delle fofze che animano una 
luolccula qualunque è sempre normale alla superficie di livello che pat«a per 
la molecula sIcsm» Casi in cui la superfteie libera pisò essere di livello. La 
risullanle delle forze, alla superficie libera, deve sospìngere le tuolecule contro 
la superficie slessa. Equazione della superficie esteriore vartamenie premuta. 
ei|uilibrto del filamento liquido formato da una serie di molecole situale suo 
ceisivanirnle nella dtrrzione delle forze motrici che aoiraaiio le precedenti. 
Esso è |>erpendicolare alle diflèrenti superficie di livella StabiliU^ed ìnaUbi- 
lilà dell* equilibrio del filamento roedesinia 

CAPITOl/) 111. Deir e^uiiibrio dei liquidi Pag. i6 

fu quale ipotesi 1* equilìbrio di una massa liquida è sempre possibile. 
E«|UÌIibrio di mia massa liquida attratta da un centro fisso con una forza 
futuìoiie qualunque della distanza. Caso in cui 1* attrazione è inversamenle 
pro|M>rzioo4le al quadrato detta disUnza. SubiliU ed insUbililà dell* equili-, 
brio di più liquidi sovrapposti attratti da centri fiui a distanza finita o in* 
fiuita. Esame di una pretesa ooniradiaioue nelle condizioni di equilibrio 
di una massa liquida attratta da un centro fisso, e vuota iulcrnaroenle. L*equi* 
librio de* liquidi pesanti èdeterroinato dalle teorie preoedeulì* Pressione di un 
liquido grave sopra una superficie infinitesima misurata dalla profoiMlilà della 
superficie stessa dal supremo livella Pressione contro il fondo de* vasi iodi* 
pendente dalla turo forma. Equilibrio dei liquidi ne* tubi ricurvi, premuti 
variamente alte luro superficie. Teoria del Barometro Equilibrio di più 1Ì 
quidi sovrapposti ut* due rami di un sifone. 

C4PITOTO IV. Del centro di pree sione ^ ed equilibrio de' go/Zeg- 
SÙsnti p4^. a 3 

Cosa si intende per centro di pressione di on piano immerso Sua posi- 
zione relativamente al centro di gravili del pì.ino stesso. Formule generali che 
delerroinaito la situazioiM del centro di pressione in un piano simmetrico in. 
torno ad un asse iiicliiiatn* Applicazione al ira|>ezio al parallelogrammo e al trian- 
golo Quando U superficie preiunta è curva si determinano >eropre una, o due 
torse che rappresentauo le risultanti delle prci^inni. Componenti ortogonali 
delle pressioni esercitate contro la superficie di un corpo tuiaimenle immerso. 
Un corpo premuto egualmente e iioriiMl mente lutto all* inioruo è sempre in 
equilibrio. Le conipoiienli oiizzontali delle somme delle pressioni e»er« itale 
coutro U superficie di un cor|>o immerso in un liquido grave sono nulle; e 
U risilU ■Ile totale delle pressioni i eguale e-l opposta al pc>u della massa 
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lluiJii ipoflala. Ciao in etti il corpo non lia totalmente immerao, o po^frì eul 
fon«)o ilei rato. RiauUanle delle prettioni di un liquido prete contro le pe* 
reti e il fondo del vnao che lo contiene* Dell* equilìbrio de'gMltef pianti, con* 
disione della alabililk del niedeain»o. Come poiM talvolta verificarsene 1 * esi* 
•lenza determinando il m^taceniro. Deg|i delle oteilUaioni di un galleggiaute 
•postalo in un parlicolar modo dalla sua lituazione di equilibrio. Moto prò* 
gresMvo di un grave, ad ogni isUuIe variabilmente sommerso io tto liquido. 

CAPITOIjO V. DeiU grwità speeijgeh$ dei corpi .... Pag. 37 

Cosa si intende per gravilh specìRca* La gravitli speciRca dell*a^oa al mas* 
aimo di densità prendesi per uiiilà di aisara* Consegnenze che se ne dedii* 
cono relative al peso assoluto dell* unità di volume delle altre sostanae« Come 
li esplori il peso speciRco di un solido che possa immergersi neli* acqua di- 
stillala. Come si operi quando il corpo è più leggiero dell* acqua. Dati i pesi 
assoluti e speciRcì di due corpi, assegnare il peso specìRco del compniln. Pro- 
blema drlla corona formaU di due metalli. Areometro e modo di adoprarlo 
per la ricerca dei pesi specìRci dei solidi. Determinazione dei pesi s|>cctfici 
dei solidi. Determinazione dei pesi spcciRci dei vari! fluidi pesando in es*i 
e nell* acqua distillata un corpo di dato peso assoluto. Uso degli Areometri a 
peso costante, o a volume immerso costaole. 

CAPITOIX) VI. Inìroduiione alla teoria dell* equilìbrio de' /Inidì e- 
laetiei Pag* 4 ^ 

Come si rappresenti la pressione in funzione della densità e della lerope- 
raiura. E«presaione della densità di un gas a una data temperatura e sotto 
lina nota pressione, cognita la pressione e la denailà del medesimo sotto una 
lemperalu^a diverM. Formule per determinare il peso di un dato volume di 
aria umida in funzione di un pari volume d* aria secca alla stes a tempera- 
tura e pressione, e drlla tensione del vapore contenuto nell* aria umida me- 
desima. Del calorico ipeciRco. Esperienze da cui si può dedurre il rap|>orto Ira 
il calorico specifìco a prcMÌon costante, e quello a deusilà co«laute. Questo 
ripporlo ai suol considerare iodipendenie dalla temperatura e dalla pressione. 
Tenuta ferma questa ipotesi, rendesi integrabile 1* equazione che somministra 
U quantità di calorico necessaria ad elevare, sotto una data pressione, ad una 
dala temperatura un chilogrammo di gas che trovavaci a o.^ e sottoposto alla 
pressione misurata dall* altezza barumeirica o*,76. Equazioni che racchiuilooo 
delle forze elastiche e delle temperature dei gas compressi o dilatali, 
senza variazione della quaiitilà di c.ib>rico in essi contenute* Riduzione delle 
equazioni ^trovale alla forma lineare, in una ipotesi particolare. Appliraztooe 
di esse all* aria atmosferica* Esperienze per determinare alcuni coefticienli nu- 
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rnerìei. Con qu»li ipolest posi^no «nche «crTirt per i vapori acquei. De* 
fermiiiMiione dei coefficienli delle equationi medesime per i vapori. Qu^inliU 
di c-ilorìm necessaria a formare un dato peso di vapore ad una certa tempe- 
raiura aduprando acqua a aero irradi, e<pressa iu gradi di calore ossia Ur- 
tttoposi. Delle miscele di due o più |;ai o vapori. 

CAPITOLO VII. Deir e^ilibrio dei fiuìdi elastici . . . Pag. 56 

Integrale dell* equaaione che si riferisce all* equilibrio ilei fluidi elaslici a 
lemperatura costante. Se la temperatura è variabile, 1* equilibrio non può sussi- 
Sfere a meno che essa non si mantenga costante per ciascan strato di livello. Flui* 
di elastici attraiti da centri fl«si. Applicaiione alT equilìbrio dell* atmosfera. 
Reiat oni fra le elevazioni di varìi punti dell* atmosfera e fra le deosilii, le 
pressioni, o le altezze barometriche corrispoudenli. 

CAPITOIX) Vili. Della li^fellaùone barotnetriea .... Pag. 5y 

Trasformazioni delle equazioni contenute nel capitolo anleceJente per ser> 
vire aìU mi<ura delle disianze verticali dedotte dall* ostervazionc dì altezze 
harometi ichc» Correzioni relative alla differente temperatura dell* aria e del 
merrtiiio nelle diverge stazioni. Riduzione a più sempl ce forma delle sud* 
delle formule, e determinazione dei loro Gocfficienlì numerici. 

CAPITOLO IX. Del principio delle velocità virtuali ctpplieato alV ttfui- 
librio dei fluidi incompressibili Pag. 6i 

Il principio delle velocità virtuali ha luogo per I* equilibrio dì forze te 
cui azioni tono trasmesse coll* intermezzo di liquidi. Lo stesso principio sì 
verifica ancora, nel caso in cui il liquido sia animato ne* suoi elemeoii da for- 
se qiialisivugliano Equazione che deve Aussistere per i moti minimi compa- 
tìbili colla continuità ed incompressibilità del liquido. 

IDKODINAMIC A 


CAPITOLO I. E^uaùoni fondamtntali del moto de' fluidi . Peg. 65 

E.|ireuionc dell. velocilA ili an. molecula qualunque di un fluido, e delle 
tue com|>nneiUi rellangolari. La pre.iione, la deniitii, e la .elocilà del fluido 
in un punto e in un iilanle qualunque sono funiioni delle coordinate del 
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punto che fi coniiJere, e ilei tempo. Dlffereniìali toteli 'Ielle pre«jione, ilella 
ilentill, e JelU eelocilk. Applicaxione del principio di D' Alemberl, el mo»i- 
menlo di un» maitil fluida animata da forre date. Tre eqiiarioni fondamen- 
tali deir Idrodinamica, ed equazione unica che da else deduco»!, comunemente 
detta delle forte lollecitanti. Varie Iraiformazioni di questa equazione. Come 
taWolla possa ridursi a contenere dei differenziali parziali relaliei al pass.sg- 
(io da un ponto all' altro della traiettoria descritta dalla molecula. Equa- 
zione tra la pressione e la densilìi dedotta dalla legge di Mariotte e relativa 
ai fluidi elastici. Equazioni che rappresentano la continuiti della massa flui- 
da compressibile o incompressibile. Altre forme cui posiono ridursi le equa- 
zioni medesime. Condizioni di integrabilitli dell equazione delle forze sol- 
lecitanti. Esi-te un caso estesissimo, in cui queste condizioni si verificano. 
Co>a diventano in tale ipotesi le equazioni delle continuità. Quando, e 
me la detta ipotesi sia ammissibile. Equazione della su|ieriicie libera di un 
fluido in molo. Come possano determinarsi le funzioni arbitrarie conlenulo 
negli integrali delle equazioni fondamentali dell’ Idrodinamica. Espressione 
analitica della condizione cui sia assoggettala una molecola di un liquida, 
di doversi trovare costantemente sopra una sii|>erRcie fissa o mobile.— Equa- 
zione della superficie libera variamente premuta. Determinazione di una o 
due forze equivalenti alle pressioni esercitale da un fluido in moto contro 
una parete. Valore delle componenti ortogonali degli sforzi lutti che uu flui- 
do in moto esercita contro il recipiente che lo contiene. 

CAPITOLO II. Dtl principio delle forte vive Pag. 84 

In un liquido in molo premuto, alla fine del tempo I, in un modo qua- 
lunque alla sua superficie, ed animalo nei suoi elementi da forze quali si vo- 
gliano, la somma dei momenti virtuali di tulle le pressioni sU[ierfìciali uni- 
tamente alla somma dei momenti virtuali delle forze motrici, eguaglia la 
semisomma della variazione di forza viva che ha sofferta la massa stessa nil 
tempuscolo suocesaivo dt. 

CAPITOLO III. Del moto lineare in generale Pag. 86 

Talvolta i permesso di considerare il molo de’ fluidi come avente luogo 
per strati normali ad una linea che chiamasi direttrice. Cosa diventano in tale 
ipotesi le equazioni generali dell’ Idroilinamioa; moilo diretto di ottenerle per 
questo caso particolare. Applicazione di esse ai fluidi incompressibili. Rap 
porlo fra le velocità e le ampiezze delle sezioni. Dimostrazione dsl princi- 
pio delle forze vive nel molo lineare. Pressione in una sezione qualunque e 
relazione Ira le pressioni mireme espresse per la velocità corrispondente ad 
una sezione determinata. Come si possa ottenere la velocità di una sezione 


Digitized by Google 


xn 

qualunqM, e la potitione ilctU laperficìe del liquido in funtione del leni- 
po, Sfbni •o0érti dal recipiente in cui li nnoTC il fluido. Le trovala for- 
mule >i riferiarono ancora al molo per tubetti o filamenti di teiione inlini- 
leiima. 

CAPITOLO IV, Del moto di un fluido ineompretsibilt in un taso 
templice inetausto Pag. gì. 

Dialiniione-fra i rasi aempiici e oonlinui al i vaai coropoati e diaoon- 
tinui, L’ipoleai del moto lineare è ammiaiibile per un liquido grave cbe ai 
muove in un recipiente aimeirico allorno ad un aaae verticale. Delermina- 
lione della velocith dell'effluuo per la aeaione infima del vaan, maggiure, 
minore, o eguale alla auperficie suprema del liquMo. Caao io cui la sezione 
infima è piccolissima in coufronlo della suprema. Quautilb di liquido sgor- 
gala in un dato tempo dalla sezione inferiore. Pressione in una sezione qua- 
lunque. Sfarzo aoflerlo dal vaso nel sento verticale. Modificazione delle In^ 
vale formule quando ti vogliono applicare a tiibelli slrelliaaimi e curvilinei. 
Come .•■ considera l'efflatio da luci aperte in pareli verticali di recipienti. 
Purtala di queste luci. Alli zza media e velocità me>lia. Se la luce è profon- 
dissima. l'altezza media corrisponde alla distanza del livello tu|>rtmo dal 
centro di gravità della luce stessa. Altezza media di una luce Irapezia, ret- 
tangolare, triangolare, o circolare. Efflusso impellilo da acqua che ristagni 
al di fuori a un altezza costante o variabile. Pressione in una sezione qua- 
lunque. Sforzi sufiTerti dal vaso. Forza di reazione. 


CAPITOLO V. Del moto di un liquido graoe in un recipiente die si 
ruota io8 


Altezza eui è dovala la velocità dell' efflusso. Tempo impiegata dal liqui- 
do ad abbassarsi di una data quantità. Tempo del vuotameuto del vaso. Por- 
tala in un dato tempo. Pressione in una sezione qualunque. Sforzi soITcrli 
dal recipiente. Esempio del molo di un liquido grave entro un recipiente 
prismatico verticale fino a poca distanza dall’orifizio, ma che ad esso con. 
verge rapidissimamenle con una superficie conoidale che obbliga il liquido 
ad escire in direzione verticale. DI alcuni casi in cui le formule trovale So- 
no integrabili ed alle a somministrare il tempo del vuolamento del vaso, e 
particolarmente di quello io cui i grandissima la superficie suprema relati- 
vamente all* infima. Questa soluzione è anche applicabile ai vasi cootinni di 
qualuni|ue forma che si vuotano per una minima luce a piano orizzontale 
Uetenni nazione della superficie interna di un vaso in coi il liquido si ab- 
bassa uuiforms'mente. Applicazione delle esposte teorie ai minimi tubi cur- 
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vilioci ed li »«»i ihe •' »uoUno igurgando il liquido da luci a piano ter 
ticalr* 

CAPITOLO VI. DelV t^uUìhrio^ e del moto dei liquidi nei Pesi 
mobili ■*’ 

Molo asiolulo del liquido unitamente al recipiente che lo contiene, a 
moto relativo del liquido riapiUo al recipiente. SuperBcie di livello, e mi- 
(ura delle preiMoni io un liquido grave in quiete relativa al vaio che i 
lollevato verticalmente, o traicinato oriiiontalménle. Superficie libera di un 
liquido contenuto in nn vaio che ruoti intorno al proprio aue verticale. 
Effliitio di un liquido dall’ infima luce di un vaio che fi vuota, mentre è 
follevato da un pew attaccalo ad una fuue avvolta a una puleggia fina. 

CAPITOLO VII. Dcir off asiane delF acqua nei vasi . . . . m 

Preifione addiiionale dovuta all'affoiione dell’acqua alla superficie fu- 
prema. Teimini che devomi aggiungere alle equaaioni tutte dedotte dall’ipo- 
lesi del molo lineare o dèi molo per filamenti infinileilmi. Efflusso da una 
luce piccolissima di un vaso quando l’acqua affluente è animata da veluci'è 
costante. Caso in cui l'acqua affluente non produce pressione addixion.iir. Af- 
fusione del liquido regolala per serbarne il livello costante. 

CAPITOLO Vili. Del moto dei liquidi per i vasi discontinui. i>4 

Pressioni addiiionali che hanno luogo nel passaggio da un trónco ad un 
altro dei vasi discontinui. Somma delle equazioni del moto relative a eia. 
srun tronco. Principio delle Ione vive dimostrato per i sistemi discontinui. 
Valore della pressione nelle sezioni dei diflerenti tronchi. Mmlificazione delle 
formule trovate nell’Ipotesi del' molo lineare. Velocità drU'rfflusso della se- 
zione infima dell'ultimo tronco. Spiegazione di un apparente paradosso rela- 
tivo alla velocitk degli efflussi da vasi discontinui che si vuotano. Sforzi sof- 
ferti dal recipiente parallelamente agli assi. 

CAPITOLO IX. Dt'vasi comunicanti lap 

Pressioni e velocità di un liquido nelle diverse sezioni di due vasi con- 
tinui uno immerso nell’altro. Velociik dell’efflusso nel caso in cui uno ilei 
recipienti sia mantenuto costantemente pieno. Espressione pih semplice della 
siesta velocità quando la luce di esso è piccolissima. Due vasi comunicanti 
per via di fori lilerali sirellissiroi. Tempo in oui il liquido si compone iu 
essi al medesimo livello- Velocità dell’ efflusso dall'ultima luce di uoa se- 
rie di vasi ourounioinli Ira loro laleralmeule per pid-nti fori. 
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CAPITOLO X. Dtlla eoniraxion* dtUa »tna i35 

Quaiiilo le molecule del liquido non ti affacciino al piano dell’ orifìzio 
in diri'zioue normale ha luogo la contrazione della rena, Deicrizione del 
fenomeno. Dimensioni e sitoaiione della rena. Coefficiente di contrazione. 
Coefficiente di portala. Quello è realmente maggiore di questo, ma in pratica 
si cunfonduno. Figura di un gello verticale nell’ ipotesi del moto lineare. 
Curva descritta dell'asse della vena che sorte da una luce a piano obliquo. 
Valori numerici dei coefficienti di contrazione. Circostanze che alterano i 
valori di questi coefficienti. Formule empiriche del Bidone relative alla por- 
tata per luci Kevre io parte da contraziour. 

CAPITOLO XI. Dtl moto dei liquidi per i tubi i43 

Tubi che uniti al recipiente formano un sistema continuo. Tubi anne- 
stati in guisa da costituire un sistema discontinuo. Contrazione che avviene 
all’ imboccatura del tubo analoga alla strozzatura prodotta artificialmente da 
un diaframma. Sono applicabili al moto dei liquidi per i tubi, le formule 
relative al moto per i vasi discontinui. Hesislenza ne’ lunghi tubi, in pro- 
porzione diretta del perimetro della sezione bagnata , e nell’ inversa dell’area 
della sezione stessa. Questa resistenza contiene due termini dipendere l’uuo 
dalla semplice velocita, l’altro dal suo quadrato, e moltiplicati per coeffi- 
cienti numerici da determinarsi coll’esperienza. Problema relativo al molo 
di un liquido contenuto in due recipienti, e in un lungo tubo che li mette 
in comunicazione. Caso in cui il tubo è per tutto di cgual diametro. Sop- 
pressione del secondo recipiente. Tubi interrotti da diaframmi p rigonfi da 
varici. Efflusso da un tubo cilindrico inclinato di un angolo dato alla ver- 
ticale. Applicazione delle esposte teorie ai brevi tubi addizionali. Aumenti 
di portala dovuti ai brevi tubi cilindrici , o conici divergenti. Limite teo- 
rico della divergenza. Ragioni per cui l'esperienza io questo non va sem- 
pre d’accordo colla teoria, dedotte dalla difficollii di ottenere getti a bocca 
pieoa. Molo per tubi sinuosi. Determinazione degli sforzi sostenuti dai tubi. 

CAPITOLO XII. Del moto per gli alvei ........ i56 

Le formule generali di Idrodinamica somministrano risultali troppo com- 
plicati per essere applicabili immediatamente ai casi pratici. Ipotesi del mo- 
lo lineare ridotto a stalo permanente. Equazione della superficie di livello. 
Relazione tra I’ atleiza della corrente e la lunghezza del profilo del fondo o 
la pcndeozi, che dà a conoscere la natura della curva del profilo del pelo 
d'acqua. Caso in cui le sezioni trasversali dell’alveo sono eguali, a la pen- 
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denia del fondo inviriabile. Come colle formule Irorale, •! polrcblie deler 
miliare la natura delle curve che costituiscono il pruGlo dell.i cliianiata dello 
sbocco e del rifrur^ito Del molo permanente ed uniforme nei traili rego'ari 
dei fiumi. Relazioni fra le pendenze, il perimetro bagnalo, l’ampirzza delle 
sezioni, la velocilà e la portala di un fiume. Come si assegni l'inalzamenlo 
del pelo d'acqna in un fiume di cor>o equabile, aumentando la portata in 
nn dato rapporto. 

Capitolo XIII. Dell'uno di una vena fluida ...... 164 

Teoria Neuloniana dell' urto diretto di una vena fluida. Teoria dedotta dal 
moto per filamenti. Come l'urto potrebbe diventare un succhiamento. Risul. 
lamenti di questa teoria conformi all'esperienza del Morosi. Degli urli obli, 
qui. Urlo di un fluido indefinito contro un solido fermo in esso immerso. 
Resistenza opposti da un liquido indefinito stagnante contro un corpo che 
per esso si muova. Modificazioni dell' espressione di quest'urto c di questa 
resistenza in varj casi particolari. 

CAPITOLO XIV. Del moto di un fluido elastico per un vaso con- 
tinuo 170 

Ipotesi del moto lineare applicala ai vasi di grandezza finita o ai tubet- 
ti streltissimi. Equazione del principio delle forze vive. p'.IIlusso da un vaso 
che contiene del gas e che comunica inferiormente e superiormente con am- 
pi recipienti ove la densità manliensi costante. Conirazione per i piccoli 
orifizj. Caso in cui il recipiente superiore, o l'infimo, sono di grandezza 
comparabile col medio. Efletto delle discontinuità. Teoria del Navier dedotta 
dall' equazione delle forze vive. 

CAPITOLO XV. Della propagazione delf onde nei fluidi elastici 177 

Semplificazione dell' equazione delle forze sollecitanti quando le velocilà 
e le dilatazioni corrispoudeiili ai varii punti di un fluido elastico sono 
piccolissime. Se il molo ha luogo per un tubo cilindrico, l'equazione della 
continuità riducesi alla forma delle equazioni delle corde vibranti. Propaga, 
zione del molo al di quà e al di là dello spostamento iniziale, t'orinazione 
delle onde. Caso in cui avvengono più spostamenti iniziali in diflerenti stra- 
ti della colonna fluida. Se hanno luogo due spostamenti iniziali esistono delle 
mobcule situale io un piano, la velocità delle qu.ili è sempre nulla. Come 
dalla velocilà della propagaziune dell'oude in un dato mezzo si possa deler* 
minare il rapporto dei calorici specifici del mezzo medesimo. Onile proilutte 
in un fluido clastico spostalo lutto uuiforuaemetile all’ intorno di un punto 
fisso. 
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Capitolo XVI. Considemìoni gtHtrati sul movimento dei tigaidX 

Delle funtioDÌ arbilnrie iolriMlolle dalle parziale inlegraiioDe delle equa- 
zioni Telali «e al molo di an fluido consideralo come arenle luogo per flla- 
nienti o lubelii iiiiìnilesiuii. Molti sono i inovimenli die possono concepirsi 
e nei quali il fluido rimarrebbe continuo scorrendo entro recipienti di data 
Kgura, Applicazione delle Irorate formule al molo di una massa o di un ze- 
lo piano liquido le cui niolecule concorrano tulle ad un punto. Analogìa dì 
questi probleiuì con quelli risoluti dal Prof. Veoturoli. L'obbligare le mole- 
cule del liquido a secondare randaraenlo di certe lìnee tracciale nelle so- 
periìeie interne dei rasi, pertieolarizza troppo questi problemi. Quando poi 
il liquido è riferito a tre coordinale la soluzione è tanto meno generale di 
quella in cui ti considera riferito a due sole- Diverte forme di integrali 
dell'equazione generale della conlinuilk, che possono io molti casi sommi- 
nistrare le leggi del molo di no liquido entro rasi di data figura. 
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CAPITOLO L 
Nozioni preliminari. 


1. Li Idraulica è la scienia dell’ equilibrio e del molo de' flui- 
di; e si divide in Idroslalica, ed in Idrodinamica, secondoché si 
propone di rinlracriare le leggi dell' equilibrio o del molo de' me- 
desimi. 

Dal confronlo di queste definizioni con quelle del (4/.§.I.) chia- 
ramenle apparisce che l'Idraulica, l' Idroslalica, e l' Idrodinamica 
altro non sono respeltivamenle che particolari problemi di Mec- 
canica, Statica, Dinamica. 

2. Un fluido, secondo il concetto teorico che di esso dobbia- 
mo formarci, è una collezione di punti materiali, o particelle 
elementari di materia , che cedono al minimo sforzo inteso a se- 
parar le une dalle altre. 

Questa definizione, quantunque più propria, non differisce perù 
sostanzialmente da quella che designa i fluidi siccome corpi, le 
cui particelle elementari sono del tulio sciolte e fra loro sconnesse. 

Egli è sotto tale aspetto che considereremo l'equilibrio dei 
fluidi che esistono in natura, sebbene approssimandosi più o me- 
no allo stato di perfetta fluidità, non possa assolutamente asse- 
rirsi che del tutto essi la godano. 

•1. I fluidi sono composti, come i corpi solidi, di molecole 
disunite , e gli spazj che le separano reputansi assai grandi com- 
parativamente al diametro delle molecole stesse. 

Potendosi poi separare il fluido in volumi piccolissimi , e qua- 
si si direbbe insensibili, e per l'estrema divisibilibi della mate- 
ria contenendo essi un numero sempre immenso di nu,lecule ele- 
mentari . ci sarà concesso risguardare queste minime |ìarli come 
infinitamente piccole, ma fluide. 
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Richiamaiyio le nozioni regislr^tc ai (H- S' vedremo 

che un fluido può ronsiderarsi nmic una mas^a conlìnua , la rui 
dcnsilà roslanlc o variabile per gradi insensibili , si assume per 
una funzione delle coordinate dei varj punii della massa medesima. 

4. I fluidi si distinguono in Vi/uidi o in fluidi aerifonnr, (\\ie- 
sli ultimi si suddi>id(;no in gas ed in vapori. 

L'acqua, il vino, i liquidi in genere, ed il mercurio so- 
no corpi clic alle tem|>erature ordinarie si trovano allo stato li- 
quido. I' quantunque l'estrema mobilità delle particelle clemen- 
lari di essi li distingua csstmzialmeutc da’ corpi solidi , pure è di- 
ver.sa per ciascuno; riscontrandosi grandissima neH’eterce nell'alcool, 
un poco minore nell'acqua e nel vino , e scemando di mollo ne- 
gli ogii , nei siroi'pi , negli unti , e nei metalli fusi , che scorro- 
no diflìcilmeule, c che cadendo nell'aiia tengono il filo, invece 
di dividersi in gorcie come accade nell'acqua. 

Onesto particolare stato di ftarccclii liquidi dipende dall' ade- 
renza che esiste tra le h»ro molecule, la quale produce in essi 
lina certa viscosiià che si oppone alla separazione delle loro parti. 

Vi sono ancora de’ corpi liquidi che si approssimano mollis- 
ino ni corpi solidi molli; e questi sarebbero le pos.'e o poltiglie fx. 
;d cs <iu corps jàh iix de' francesi. 

~ì. I liquidi sogliono anche chiamarsi fluidi incompressibili, 
e questa qualificazione si ammette, quantunque inesatta, inipe- 
rijcclr' le esperienze istituite sull'acqua dimostrano che di una 
quantità minima soltanto es.sa si costipa sotto fortissime pressio- 
ni equivalenti al peso di cento c più atmosfere. 

F. la legge della compressibilità tale si riscontra, che un ci- 
lindro di acqua chiuso in un vaso, premuto da tanti pesi cor- 
ri>pondenli a varie atmosfere si abbassa per ciascuno di essi di 
41) millionesimi dell’ altezza anteriore. 

Tolte però queste enormi pressioni , l'acqua ritorna al suo pri- 
mitivo volume, sicfhè essa deve tenersi come un corpo perfet- 
tainnite elastico quando le forze ad essa applicale siano tanto 
gr.andi da comi>rimerIa. 

fi. 1 fluidi aeriformi, fra cui annoverar si deve anche l'aria 
atmosferica, sono compressibili e dolali di un’elasticità iterfella; 
[)ossouo cioè cangiare loutemporaiieauicnle forma e \cduiuc me- 
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diante la compressione, riprendendo però esattamente la forma 
loro primitiva al subito cessar della compressione. 

7. Un gas contenuto in un vaso prismatico a fondo stabile, 
e premuto superiormente da uno stantufo che chiuda esattamen- 
te il vaso, e caricalo da pesi cresceuti, occupa successivamente - 
degli spazj minori, che sono invcrsamunle proporzionali ai (tesi 
prementi compreso il peso dello stantufo. 

Diminuendo o togliendo affatto la pressione esercitata dallo 
stantufo contro il gas, questo spinge in allo lo stantufo e va ad 
occupare uno spazio di mano in mano più grande senza die pos- 
sa assegnarsi un limile a un tale aumento di volume, che suol 
anche cliiamarsi espansione dei gas; perclic essi tendono real- 
mente a spandersi indefinitamente in lutti i sensi, come meglio 
si vedrà in seguilo. 

8. I vapori, quantunque siano essi pure fluidi elastici, e fìn- 
chè tali si conservano vadano soggetti alle stesse leggi , ciò nul- 
la meno diversificano dai precedenti , in quanto che per una da- 
ta lem|)eratura , e in uno spazio determinato, vuoto o ripieno di 
aria atmosferica, non può esser contenuta che una determinala 
quantità di vapore. 

Egli è perciò che diminuendo, e la loro temperatura, o lo 
spazio rhe li racchiude, la porzione del vapore corrispondente 
alla capacità del varialo spazio, o della cangiala tcm|ieratiirn , 
rimarrebbe allo stalo aeriforme, ossia di fluido elastico, e l'al- 
tra porzione si condenserebbe diventando liquida. Non altrimen- 
ti accaderebbe aggiungendo nuovo vapore in uno spazio che ne 
fosse già saturo. 

Quindi da taluno l'aria e i gas sono chl.miali fluidi elastici 
permanenti a differenza de' vapori che facilmente riduconsi iiquidL 

9. Tutti i liquidi si dilatano riscaldandoli , e diminuiscono di 
volume sottraendo loro del calorico. Ma per le temperature com- 
prese fra quelle del ghiaccio fondente, e dell'acqua bollente, la 
variazione del loro volume è piccolissima. 

Quantunque la dilatazione dovuta al calorico non proceda nei 
liquidi equabilmente, essendo in generale minore nelle tempera- 
ture più basse, maggiore nelle più alle; pure fra le due indica- 
le temperature può tenersi, massimamente nel mercurio, per uni- 
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forme; slerhè, per efpinli quanlilà di raloriro ag{;;ianto o tolto, cre- 
sca e scemi equabilmente il volume del mercurio. 

10. Sovra una tal proprietà de’ liquidi è fondala la costru- 
zione e la fcraduazione del Termometro. Consiste questo prezio- 
so istrumento in un tubo di vetro, cilindrico, chiuso al disopra, 
e terminato inferiormente da una sfera la cui capacità è riem- 
pita ordinariumenie di mercurio die sale ancora in una fiorzione 
del tulio. 

Il minimo aumento o decremento di calore produce ima va- 
riazione di volume nel liquido che è molto più dilatabile del ve- 
tro, siecliè il livello del primo si alzerà nell' un caso, e si ab- 
basserà nell'altro. 

Immergendo l'istrumento nell'acqua bollente e nel ghiaccio 
fondente, esponendolo cosi a due temperature costanti c facili a 
riprodursi, si nolano le due differenti altezze a cui si pone en- 
tro il tubo il livello supcriore del liquido, e si divide lo spazio 
compreso fra queste posizioni estreme o in cento, o in ottanta 
parli eguali, il cui numero si conta dalla minore alla maggiore 
altezza salendo. 

Culla prima divisione si forma il Termometro Centigrado, 
colla seconda il Termometro di fìéaumur. 

11. Abbencliè ne' liquidi per un grado virino alla congelazio- 
ne sia In generale la dilalazione minore, che per un grado pros- 
.simo all'ibullizionc; pure nell'acqua questa differenza è picco- 
la , e nel mercurio riesce quasi insensibile. 

Ouindi dilatandosi l'acqua nel passare dall' una all'altra tem- 
peratura estrema della scala termometrica di 0,0466 del volume 
che essa occupa a O' può tenersi che per ogni grado del termo- 
metro di Réaumur cangi il suo volume di 0,000586 e per un gra- 
do del Centigrado di 0,000466. 

E la dilatazione del mercurio fra i suddetti estremi essendo 

di ^ del volume a zero gradi corrisponderà a per ogni 
grado Béaumuriano , e ad — — per ogni grado centigrado. 

ò 5 5o 

12. I.a dilatazione dei gas dovuta al solo calurico è equabi- 
le per ciascuno, ed eguale |ier tutt'. 
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L'aumento di volume dell' aria o di un altro gas qualunque 
per ogni grado del Termometro Centigrado è 0,00375 = ^ del 
loro volume a zero gradi. 

13. La proprietà caratteristiea che distingue essenzialmente i 
fluidi dai corpi solidi, è la facoltà che h.inno di trasmettere iu 
tutti i sensi le pressioni esercitate alle loro superficie. 

Noi prenderemo questa verità siccome un dato sicuro del- 
r esperienza ammesso da tutti i Fisici, e dalla massima parte 
de'Geometri che si sono occupali dell' idrostatica ; e la risguarde- 
remo qual proprietà fondamentale de' fluidi , quantunque essa non 
debba realmente credersi che secondaria , e depcmdenle dalle Leg- 
gi delle attrazioni molecolari, da cui però si può, anzi si dee 
fare astrazione, quando si tenga conto del loro effetto che è per 
l'appunto quello di far godere ai fluidi di una tanto singolare 
proprietà. 

11. Per formarsi una giusta idea dell* uniforme reparto della 
pressione esercitala dai fluidi egualmente in tutti i sensi, consi- 
deriamola dapprima nei fluidi incompressibili. 

Suppongasi di avere un vaso prismatico retto, col fondo sta- 
bile orizzontale come è descritta nel 7. e s' immagini pieno di 
liquido non pesante, s' indichi con P il peso da cui è gravato lo 
stantufo compreso il proprio peso; e sia a la sezione traversale 
del prisma, eguale ancora alla faccia piana dpllo stantufo che pre- 
me contro la superficie superiore del liquido stesso. 

£ facile a concepirsi che il fondo del vaso dovrebbe esser 
premuto nello stesso modo che se il peso P fosse immedlala- 
meiite applicalo ed uniformemente distribuito sopra il medesi- 
mo; quindi chiamando it la somma delle pressioni risentite da una 
porzione «della base a, sussisterebbe la proporzione P'.Ttr.aiec 

Pt 

da cui 7=—. E nello stesso modo che la P si può risguar- 

dare come applicala al centro di gravità della basca, così pure 
la 7 si considererà applicata al centro di gravità della porzione 
oc, rappresentando così la risultante di tante forze eguali e pa- 
rallele equivalenti alle pressioni esercitate sovra gli elementi dì 
eguale estensione della superficie stessa. 


Digitized by Google 



6 

Ma non solo si trasmette dai liquidi la pressione esercitata al- 
la loro superficie contro il fondo de’ vasi che li conleniiono.ma 
ben anco contro le faccie laterali. E il principio di e)tuaglianza 
di pressione in tutti i sensi consiste precisamente nell' essere tut- 
ti i punti indistintamente delle pareli del vaso egualmente pre- 
muti dal liquido in direzioni normali alle pareti stesse. Sicché nel- 
l'esperienza descritta, un'area a presa o sopra una delle faccie la- 

p 

terali del prisma o sopra la base, prova la stessa pressione -A 

Così pure accadrebbe se il vaso contenente il liquido fosse 
poliedrico, e che a una faccia del nunlesimo si sostituisse uno 
slanlufo di base a, e che premesse il liquido con una forza rap- 
presentala da P. Tutti i punti appartenenti alle varie faccie in- 
terne del poliedro, non ecretlualo la base dello slanlufo, sareb- 
l)cro normalmente ed egualmente premuti dal liquido dall' inden- 
tro all' infuori ; e ~ esprimerebbe la risultante delle pressioni con- 
tro un'area «presa sopra una qualunque delle pareli dei vasa 
Onesta pressione si trasmette nello stesso modo neirint-rno 
del liquido, in guisa tale, che considerando una porzione di li- 
quido terminala da faccie piane, o anche un poliedro solido che 
vi fosse immerso, ogni porzione « delle faccie di un tal polie- 

, . . . , . , Fct 

uro immerso risentirà una pressione normale •a=-— 

15. Verificandosi le enunciale proprietà qualunque sia il nu- 
mero delle faccie piane che costituiscono e ii vaso poliedrico , 
«1 il poliedro immerso, ne conseguila che dovranno pure aver 
luogo, trattandosi di vasi e di solidi immersi terminali da super- 
ficie curve. 

Indicando quindi con da un elemento qualunque di queste su- 

_ , Pdbi , , 

perficic, — esprimerà la pressione normale da esso sofferta, quan- 
do con a e con fi s'intenda sempre di rappresentare e la base 
dello slanlufo, e la forza perpendicolare che vi è applicata. 

Se poi si chiama p la pressione esercitata contro un’area egua- 

le all' unita sopii fìriale si ollerrà ; e i prodclli pdo>,v px 
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esprimpraiinn le pressioni clic hcinnn luogo, c sull' clemciilu »’* 
c ^ul^a^cn pi.nna «. 

1(). L'esperienza dimostra che nei liifuidi virosi la propaga- 
zione laterale della pressione esercitala alla supciflcic, è più len- 
ta, ma non p r questo meno completa di quella che si osserva 
ne' liquidi privi di viscosità. 

17. I liquidi pesanti, o animati ne' suoi elementi da altre for- 
ze quali si vogliono, ed equilibrali entro un vaso di qualsiasi 
forma, trasmettono in tutti i sensi le pressioni che hanno luc- 
go alla loro supeiflcie,e di più, esercitano contro le pareli dei 
vasi o contro le faccie de’ corpi immersi, o contro porzioni de' li- 
quidi stessi , una pressione normale dovuta alla gravità o alle al- 
tre forze sollecitanti le molecule loro, la quale ultima pressione 
è indipendente dalla prima , éd ha luogo ancora nel caso che man- 
chi affatto la pressione superficiale. 

Infatti se si prende nn vaso pieno di un liquido pesante e si 
tolga pure qualunque pressione alla superficie libera , praticanrlo 
nelle pareli del vaso a varie profondila dei fori, si vedrà il li- 
quido sgorgare dai medesimi con piu o meno forza, indizio cer- 
tissimo che le porzioni di pareti asportalo opponevano delle va- 
rie resistenze eguali c contrarie alle diITerenli pressioni esercita- 
te contro di essa dal liquido, le quali resistenze non potevano 
essere che normali alla parete medesima 114.) 

18. Concludiamo dunque clic la pressione in generale varia da 
punto a punto in una massa fluida animata da forze motrici qua- 
li si vogliano. 

Ma poiché procede questa variazione per gradi inscnsibi'i ; 
e puiehè immaginando per un punto qualunque di una massa flui- 
da condotto un piano infliiitamcnte piccolo, può considerarsi in 
tutta l'estensione di quest’area elementare la pressione costante 
non solo, ma totalmente indipendente dalla inclinazione dell'area 
stessa rispetto alla direzione delle forze motrici ; così' ne conse- 
guita, che si potrà riguardare la pressione in un punto qualun- 
que della massa fluida qual funzione delle sole coordinate della 
massa stessa. 

Rappresenti a cagion d’esempio da un’area infinitesima con- 
do;ia con un'inclinazione iiua'unquc [icr un punto della massa 
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fluida corrispondente «Ile coordinate x, y, n‘, pda rappresenterà 
la pressione normale esercitala dal liquido contro l’area mede- 
sima, quando con p si esprima la pressione referlta aH’unità 
superfli'iale, cioè la resultante delle pressioni che avrebbero luogo 
contro un' area piana unitaria i punti della quale fossero tutti 
egualmente premuti come lo sono quelli dell’elemento du. 
quantità p potrà dunque tenersi per una funzione di x, p, s, e 
ad essa aggiungere si dovrebbe la pressione esercitata superfl- 

p 

cialmcnte, cioè la - , per ottenere l’intiera pressione refenta al- 

r unità superficiale corrispondente ad un punto qualunque del 
fluido. 

19. Il principio di eguaglianza di pressione in tutti i sensi 
rlie abbiamo riscontrato ne’ liquidi, sussiste ancora ne’ fluidi ela- 
stici colla differenza perù, che questi in virtù della tendenza in- 
definita ad espandersi, ( $. 7.) esercitano contro tutti i punti delle 
pareli de’ vasi che le contengono delle pressioni normali ed eguali, 
indipendentemente, e dagli sforzi operati alle loro superficie, e 
dall' effetto delle forze sollecitanti i loro elementi. Avendosi quindi 
un vaso chiuso entro cui sia contenuto o dell’ aria, o un'altro 
gas o vapore qualunque d^l cui peso facciasi astrazione, la pres- 
sione esercitata contro le pareli, e riferita all’ unità superficiale 
sarà costante per lutto V interno del vaso e rappresenterà la for- 
za tlaitica del fluido che prendesi ad esame. 

So nell'esperimento citato al $. 7. si chiami P il peso dello 
slantufo che racchiude o comprime un gas, o un vapore entro 

p 

un cilindro di sezione a; - esprimerà la forza elastica o la ten- 

a 

z one del gas o va()ore compresso. 

20. La forza elastica di un gas dipende dalla materia, dalla 
densità, e dalla temperatura del medesimo; e l’esperienza ($.7.) 
citata che dimostra scemare i volumi dello stesso gas mantenuto 
alla medesima temperatura inversamente ai pesi comprimenti, ci 
rende palese che a temperature eguali la forza elastica, ossia la 
pressione riferita all’ unità superficiale, è, in un dato fluido ela- 
stico, proporzionale alla di lui densità. 

Indicando perciò con f la densità del fluido, si 'avrà p = kf 


Digitized by 


9 

nella qnal formula k denoia un coefficiente costanlc dipendente 
solianlo dalla inaU:ria, e dalla temperatura del fluido e di cui in 
seguito determineremo la forma. 

Se il fluido è animalo dalla gravità o da altre forze date, la 
pressione p varierà da un punto all’ altro dei vaso e si vedrà a 
suo luogo il modo di determinarla. 

CAPITOLO II. 

Eqmiòmi fondwntiìtali dtW ldro$talica. 

Fig. I 21. Sia proposto di rintracciare le condizioni di equilibrio di 
una massa fluida continua, omogenea o eterogenea, compressibile 
o incomprmibile, animata in tutti i suoi punti da forze date. 

Riferiscasi perciò il sistema a tre assi ortogonali delle x, y, z 
e s’ indichino con X, Y, Z le componenti delle forze acceleratrici 
che animano un punto qualunque m della massa fluida, deter- 
minato dalle coordinate x, y, z corrispondente alla pressione p e 
alla'densilà f. 

Egli è certo che prendendo in qualsiasi posizione dell’ inter- 
no del fluido equilibralo una porzione del medesimo, di forma e 
di grandezza arbitraria, dovrà questa essere in equilibrio anche 
immaginandola solidificata senza cangiamento di volume e di fi- 
gura, sicché le pressioni che si esercitano alla di lei superficie, 
dal fluido circostante dovranno far equilibrio alle forze motrici 
che animano la massa resa solida. 156.) 

22. Indicando quindi con x, y, z, le coordinate di un'ele- 
mento da di questa superfice, e con pd'j> la pressione esercitala 
contro la medesima nel senso della normale n. 

pds>cos.njC ; pi'jxoi.ny ; pdacos.nz 

ne rappresenteranno le componenti parallele agli assi. Ha poi- 
ché 7 dacoa,nx, 7 da>cos.tip, ^ dacos.nz non sono respel- 
tivamente che le projezioni nei piani zy , xz, yx dell’elemento 
da, cioè dydz , dzdx , dydx, valendo il segno superiore se le 
normali fanno angoli ottusi positivi o negativi cogli as>i dell'x 
y, z, resiniti vamente, e l' inferiore se le normali stesse fanno de- 
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gli aagoli positivi o negativi ma acuti cogli assi medesimi ; quin- 
di ne conseguita che pdyds , ^ pdxiìz , pdtflx denotano le 
componenti ortogonali di una tale pressione pdu, dovendo. i pren- 
dere ii segno negativo per gli elementi corrispondenti a normali 
che facciano angolo ottuso cogli assi , e il positivo per quelli le 
cui normali formano angoli acuti coi medesimi. 

Gl' integrali JJ'pdzdy, JJpdzdx, JJpdxJy. 

estesi a tutta la siiperflce della massa congelata esprimeranno 
dunque ordinatamente le somme delle componenti ortogonali delle 
forze tutte che agiscono contro la superfìcie stessa, e saranno com- 
|)osti di termini positivi e negativi a norma della convenzione 
stabilita. 

23. Ma se x', y', z\ sono le coordinate di un punto qualsivo- 
glia dell' interno della massa congelata, e s'indichino con lettere 
parimente accentate le quantità che ad es.so punto si riferiscono, 
gl' integrali 

JJJX’p'dx’dy'dz', jJjYp'dx'dy’dz', j j jZ'p'dx'dy'dz' 

estesi a tutta la massa st^sa, saranno le somme delle componen- 
ti parallele agli assi delle forze motrici onde essa è animala. 

Dovranno perciò sussistere i' equazioni nece.ssnrie ad impedi- 
re il molo progressivo, e il moto rotatorio della contemplata por- 
zion di fluido resa solida , e al primo oggetto si sodisfarà ponendo 

Ì J J jX'p'dx'dy'dz' J Jp dy dz 

jjjrp'dx'dy’dz' = jj'p dx dz 
J J jZ'p'dx'dy'dz'=JJp dy dx 

24. Ma osserviamo che la prima di queste, a cagion di esem- 
pio , può anche scriversi nel modo seguente; 

/ JJpdydz ; 

nella quale l’ integrai parziale defìnito jX'p'dx' sarà una funzio- 
ne delle coordinate superficiali x, y , z. Sicché gl' integrali dupli 
io ambi i membri saranno presi fra gli stessi limili cioè fra quel- 
li corrispondenti alla più volle rammentala superficie del fluido 
coligeIaU), che può essere qualsivoglia. 
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Dovendo dunque questo equazione sussistere qualunque siano 
i limili de^r iiilegrali , e dovendo parimente aver luow le aua- 
loghe dedotte dalle due ultime dello (1} converrà rhe sia. 

( (£)=•'> 

m (S)=i> 

( er)=^' 

2.5. Facile è il convincersi die queste sole equazioni sono ne- 
cessarie e bastanti ad assicurare l’equilibrio della porzione jirbi- 
traria di fluido presa in esame, e quindi ancora dell’ intiera mas- 
sa del fluido medesimo. lufallì esse rendono identiche anche l’equa- 
zioni che starebbero ad impedire il molo rotatorio, cioè le scgueali 

1 / / /f'(F'x' — X'y'yìx'dy'dz' = J Jp{xilx — ydy)dz=s 
JJ{JP> rt’dy'jdxdz — f j(jmdx']dydz 
JfJp'i zy — y'i'yix'dy'dz' = JJl>[ydy — zdt)dx == 

/ J [Jp'Z'y'dz')dydx — / J(Jf' Vz'dy')dzdy 
J J J p'iX 'z' — Z'x')dx'dy'dz' =J f p{zdz — xdx)dy = 

/ J[Jp‘X'z’dx')dzdy — J J{Jp'Z'x'dz')dxdy 

26. Si noli che per quanto si disse al §. 18. la pressione non 
è dipendente che dalle coordinate x, y, z, corrispondenti all’ele- 
menlo di), e per nulla dagli angoli tix, ny, che forma la nor- 
male al medesimo cogli assi ortogonali, c perciò il differenziate 
totale di p sarà espresso da 

( 3 )' 

Sommando quindi le (2) dopo averle moltiplicate respetiivameo- 
te per da, dy, dz si otterrà. 

(4) dp = p{Xdx -4- Ydy -+■ Zdz) 

e la sussistenza delle (2), e in conseguenza dell' equilibrio dell' in« 
tera massa fluida , sarà implicita nella possibile esistenza della (4^ 
Inf.illi percliè questa possa sussistere, conviene che il trinomio 
p[Xdx -f Ydy 4 - Zilz') raiipresenli un differenziale csallo di una fun- 


Digitized by Coogle 



12 

zione p delle tre variabili indipendenti x, 9, z, e quindi che sia 
comparabile col secondo membro della (3)'. Il qual confronto ne- 
cessariamente ci riconduce alle (2). 

27. Indicando con 5 la risultante delle tre forze X, Y, Z, e con 
I la retia secondo cui essa è diretta, si avrebbe [M. $. 231.) 

Sdt=sXdx •+■ Ydy + Ziz 

onde la (4) si pnò ridurre alla 

(4) ' dp=fSdi 

Adempita che sia la condizione d'integrabilità del suddetto 
trimonio p ( Xdx ■+■ Ydy -+■ Zdz ] = fSdt = d.M { x, y, z), e assicu- 
rato quindi l'equilibrio del fluido, otterremo 

(5) p -4- cost = ¥( X, y, z ) t=i jf[ Xdx, Ydy, Zdz ) «= JpSd$ 

la qual formula nel caso speciale in cui Sdt = {Xdx ■+■ Ydy -t- Zdz) 
sia un diflerenziale esatto, eguale a d'^'(s] = d^^x, y, z] 

(6) p cost. = ffd<i> 

28. In generale conviene che il valore di p dedotto da que- 
ste equazioni sia positivo, altrimenti le molecule fluide invece di 
premersi scambievolmente tenderebbero a separarsi le une dal- 
r altre senza clic alcuna forza potesse loro impedire questa di- 
sunione. 

29. Si chiama superflcic di livello in un fluido equilibrato, 

quella in cui la pressione è nulla o costante; sarà quindi deter- 
minata dalla coudizione dp => 0, che per la (4) necessariamente ci 
conduce alla ' 

(7) </<;- = Xdx ■+■ Xdy -1- Zds = 0 

Essendo questa un’equazione differenziale fra le tre variabili 
x,y,z, apparterrà ad un’infinità di superficie di livello rappre- 
sentate tutte dall'integrale 

(8) ^x,y,z)=C, 

in cui la costante C può avere un valore qualsivoglia. Facendo 
dunque variare questa costante per gradi insensibili, l'Integrale 
apparterrà successivamente a tante superficie di livello fra loro 
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vicinissime, e gli strali fluidi compresi fra due di tali superficie 
consecutive si chiameranno strati di livetto. 

Riducendosi la (7) alla 

(7) ' Sd* = 0 

e supponendo che la forza S non sia nulla per verun punto della 
massa fluida, si avrà 

(9) *= àx H- dy + =0 

e questa sarà un'altra equazione diflerenziale che apparterrà pure 
alla superficie di livello, e il di cui integrale sarà dato dalla i = 
cott. 

30. Se con N s' indica una normale ad una qualunque super- 
flce di livello rappresentata dalla (7), e si ponga 

S=V{A* -f- !’■ -H Z*) si avrà per la Nola IH. della Meccanica 

Cos.AfJ== “ = Cos.^ 

Cos.i^ s= =s Cos.^ 

Cos..Ns ss - =s Cos..^ 

•J 

Le quali equazioni ci rendono palese dover essere le super- 
ficie di livello normali alle direzioni delle risultanti S delle for-.. 
ze acceleralrici che animano le molecole fluide situale sulle me- 
desime. 

31. La superficie libera del fluido sarà di livello quando non 
sia suggella a veruna pressione esteriore , o allorché si eserciti 
su di essa ima pressione coslanle. Sarà quindi rappresentala dalla 

(8) in cui dovrà convenientemente dclerminarsi la coslan(e C 
perchè entro questa superficie sia contenuta l' intera massa flui- 
da data. 

risultante 5 delle forze che animano le molccule situa- 
te alla superficie, libera di livella, oltre esserle normale, deve an- 
che sospingere le molecule contro la superficie suddetta, quando 
però questa non sia sottoposta a una costante pre.ssione esteriore 

32. La superficie libera può non essere di livello allorché si 
eserciti -su di c.ssa una pressione variabile. 
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K denotando in (al caso con x'. y\ z' le coordinate de’snoi 
punii, od esprimendo c^n p=sa<p(x', y', s',) la lefsge della viiriabi- 
lilà della pressione a cui è soggetta, potrà facilmente ritrovar- 
sene l'equazione. 

Infatti egli è evidente che il valore di j> trailo dalla prece- 
denle equazione deve coincidere con quello ricavalo dalla (5) e 
ccrrispundeiile alle coordinale x', y\ s'; si avrebbe quindi 

(IO) y\ z') — cosi =« $(x', y\ t’] 

nonché la di lei diiferenz'ale 

c.\X’dx' ■+■ Ydy’ Z’dz')=di (x', y\ z\) 

che apparterrebbero ambedue alla richiesta superficie libera va- 
riabilmente prciiiula. 

33. In natura le forze che animano le molecule fluide, sono, 
generalmente parlando, attrazioni, o ripulsioni verso centri fissi 
sicché ii trimonio A'dx -t- 1^'dy -f- Zds è un differenziale esalto che 
proseguiremo ad indicare con d<^. Ciò accade ogni qualvolta la 
forza resultante 5 sia una funzione F(s) della retta s secondo cui 
è diretta. Ammessa dunque questa ipotesi procederemo in seguilo 
a rintracciare scparatamenle le condizioni di equilibrio dei fluidi 
incomprcnsibili e de' fluidi elastici, le quali condizioni saranno 
(ulte implicite (§. 2G.) nella possibilità di ritrovare un valore di 
p che sodisfaccia aH’equazione dp=pl4'. 

3i. Prima però d’ inoltrarci in queste speciali ricerche, giova 
osservare che l'equazione (i'), cioè pe= jfSds, e la sua integrale 
(.■>} ci portano alle seguenli conclusioni, le quali per essere ovvie, 
liattcndo una strada inversa, potevano esse sf)le condurci alle equa- 
zioni che esprimono le condizioni di equilibrio di una massa flui- 
da qualsivoglia. 

Prendiamo a considerare una molecula di un fluido equili- 
bralo situata in m, ed indichiamo con S la forza motrice che 
l’anima secondo la dilezione m s. Si prenda su questa direzione 
una molecula m' infinilamenle pros>ima ad m, ed m's' indichi 
la direzione della forza S' clic la sidlecila, la quale saia iiifiui- 
lamente poco inclinata alla m s. Considerando quindi un punto 
m" sulla direzione i/i' s', vicinissimo ad m' ed indicando con m"»' 
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)a direzione della forza S" corrispondente alla molecola ivi :>{> 
tuata , e così procedendo di seguito, si verrà a tracciare nel flui- 
do una serie di molccule che prenderemo per nn filamento con< 
linuo, la cui sezione trasversale, minore di qualunque assegna- 
bile, potrà considerarsi costante o variabile, ed eguale a du; e 
l’elemento di volume di questo filo sarà espresso da ómIs, sic- 
ché il prodotto SPd'jìds indicherà la forza motrice che lo anima. 

33. Avendosi dunque l’equazione 

fStì$da=idadp 

nc indurremo, che un elemento m m' di questo filo deve esse- 
re in e<iuilibrio e dipendentemente dalla forza PSdads che lo 
anima , e dalla diScrenza delle pressioni opposte p,ep-h dp che 
hanno luogo ai suoi estrenii. Di più si può osservare che questo 
filamento è sempre perpendicolare alle successive superficie di li- 
vello, e che la variazione di pressione normalmente ad esso è 
sempre nulla. 

,36. Se la densità dell'elemento m' m diventasse f' maggiore 
o minore di P rimanendo lutto l'altro fluido all’ intorno invariabi- 
le, la pressione esteriore a questo filamento non cangerebbe ; quin- 
di nel caso di si avrebbe f'Sds^dp, e nella supposizione 
lì' p'^P, P'Sd$^dp\ perciò l'elemento concepirebbe, nel primo 
caso, un moto in senso opposto alta forza S, nel secondo un mo- 
lo nel senso della forza stessa. Laonde se l' elemento m m', che 
porremo di egual lunghezza dì m' m", va ad occupare il posto 
di questi, e viceversa l’ elemento m' m" prende la posizione del 
primo, e sia df una quantità positiva, il primo elemento tende- 
rà a rialzarsi , ed il secondo ad abbassarsi per riprendere cia- 
scuno la primitiva posizione. Ma se dp è una quantità negativa, 
cioè se la densità scema al crescere di s*, iffettuata, la muta- 
zione di posto indicala , tenderà sempre più l'elemento m' m" a 
rial/^irsi , e l'elemento m m' <nd abbassarsi, sicché nel caso di do 
positivo, l'equilibrio era slabiie, nel caso di dp negativo, l'equi- 
lilirìo è instabile. 

37. Si noti che la formula (l*) dimostra che dp è sempre del- 
lo stesso segno di Sds; e Sds, è positivo quando si passa da un 
punto m ad un punto tu' situalo verso la direzione nis della 5. 
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E perriù trattandosi di un liquido attratto da un centro fisso la 
pressione cresce sempre accostandosi al centro d'attrazione, ed è 
diretta verso il medesimo. 

CAPITOLO III. 

DelC Equilibrio de liquidi 

38. Incominciando dai fluidi incomprensibili ed omoftenei, os- 
serveremo che in tal caso p è una quantità costante, e per ipo- 
tesi, essendo d’ji un dilTerenziale esatto, lo sarà pure dp, sicché 
($.33.) sussisterà sempre la possibilità dell' equilibrio del dato li- 
quido quando si disponga in guisa che alla sua superficie libera 
(che supporremo non premuta o premuta equabilmente) le mo- 
lecule siano animate da forze motrici la cui risultante insìsta nor- 
malmente alla superficie stessa. 

39. Prendiamo ad esaminare una massa fluida attratta da un 
punto fisso con una forza espressa da F(r) funzione della disian- 
za r che separa una molecula qualunque attratta , dai punto at- 
traente. .Avendosi d<l c= Xdx ■+- Ydy -t- Zdz =a F{r)dr si otterrà 
tosto 

(11) p=pjF[r)dr-heo$t. 

e r equazione della superficie di livello cioè la f{r)drs=0 si ri- 
durrà semplicemente alla 

dr = 0 da cui r=C 

e a questa stessa equazione giungere immediatamente potevasì par- 
tendosi dalla di =s0 che nel nostro caso convertesi nella dr=»0. 

Dedurremo quindi dalle ritrovate formule il notabile resulta- 
lo, che qualunque sia la legge dì attrazione verso un punto fisso 
le .superficie df livello del liquido attratto, compreso la superficie 
libera, saranno tutte sferiche, e col centro comune situato nel 
punto attraente. 

40. La costante C può determinarsi in guisa che la r=C rap- 
presenti realmente la superficie libera quando sì conosca il vo- 
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lume V del dato liquido. Infatti dovrà essere K= — — donde 

SI trae <-=•»/- — . 

y 4 CT 

41. Sia r attrazione inversamente proporzionale al quadrato 
della distanza , e chiamiamo — g questa forza alla superficie li- 
bera dove si ha rs=C, e dove supporremo pt=P; si avrà evi- 

B I 

dentemente —g : F{r) “ onde F{r) = —^ e perciò 

(12) p — P==Pg^(C — r) 

42. Se i fluidi sono incompressibili, ma eterogenei, perchè 
sussista l’equazione dp=tpdp conviene che la densità sia una 
funzione di J/, onde si avrà p = F(4-) e p= J F{<fjd4>. La funzio- 
ne F(vp) può essere continua o discontinua; ma per tutti i valo- 
ri costanti di 4^ essa conservasi la medesima; e siccome questi 
valori corrispondono alla dtl/=0 , conviene inferirne che per tulle 
le superficie di livello la densità deve al pari della pressione, ri- 
manere invariabile. 

Può quindi un liquido elerogjneo attratto da un centro fisso 
restare equilibrato disponendosi in tanti strati liquidi unifor- 
memente densi compresi da tante superficie di livello concentri- 
che; e soltanto gioverà osservare che avendo supposta la forza at- 
trattiva , conviene che gli strati più densi sieno per la stabilità 
deir equilibrio sempre più vicini al centro di attrazione. 

Se il centro attraente fosse infinitamente lontano, come ac- 
cade della gravità agente sopra una massa liquida non molto este- 
sa, questi strali sarebbero paralelli fra loro, e normali alla di- 
rezione della forza attraente; di più dovrebbero essere disposti 
in guisa che la densità dall'alto al basso andasse continuamente 
crescendo; se questa condizione non si avverasse l’equilibrio sus- 
sisterebbe, ma sarebbe instabile. 

44. A proposito di una massa liquida attratta da un centro 
fi.-.so, si potrebbe credere che levandone internamente una por- 
zione compresa fra il centro e una superficie di livello, tutta la 
residua massa liquida contenuta fra la superficie sferica convessa 
esterna, e la superficie concava concentrica interna dovesse rimane- 
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re equilibrata , ad onta che io quest’ ultima superficie rimasta 
libera, la pressione fosse diretta verso il centro tendendo a sco- 
stare le molecule liquide dalla superficie medesima. 

E si potrebbe credere che V eqilibrio dovesse sussistere, perchè 
l’attrazione delle molecule situate in questa sui)erficie concava 
interna , essendo eguale per tutte , dovrebbero esse ubbidirvi con- 
temporaneamente ; il cbe è impossibile senza ammettere, contro 
l’ipotesi, una diminuzione di volume nel liquido. 

Ma quantunque questo equilibrio sembrar potesse a taluni 
astrattamente possibile , e quindi indur ne volessero che non es- 
sendo necessario che alla superficie libera la pressione, ossia la 
resultante delle forze , sospinga contro essa superficie le molecu- 
le ivi situate, pure credo cbe ciascuno di buona voglia giudi- 
cherà che fisicamente parlando non è un tale equilibrio ammis- 
sibile; e non vorrà perciò solo risguardare come incompleta la 
Statica de’ liquidi. 

Anche un filo flessibilissimo e non elastico avvolto circolar- 
mente sopra se stesso potrebbe sembrare, secondo l'esposto con* 
celto teorico, suscettibile di essere equilibrato da forze eguali e nor- 
mali al medesimo dirette al centro del circolo, ma non per que- 
sto si dovrà menomamente dubitare della necessità della generale 
condizione di equilibrio, che le forze cbe incurvano il filo sieno 
dirette dalla parte della convessità della linea in cui esso si di- 
spone. 

45. Le proprietà deH’equilibrio dei liquidi pesanti possono, co- 
me già ne abbiamo veduto l'esempio, dedursi immediatamente 
da quelle che abbiamo ritrovale pei liquidi attratti da un centro 
fisso supponendolo infinitamente lontano. 

Più liquidi pesanti racchiusi in un vaso saranno quindi io equi- 
librio allorché la superficie libera , e le loro superficie di separa- 
zione siano normali alla direzione della gravità, ossia quando 
dispungansi in tanti strati orizzontali ; e questo equilibrio non sa- 
rà turbato premendo uniformemente la superficie libera. La sta- 
bilità dell'equilibrio esigerà inoltre cbe gli strati più densi siano 
successivamente i più bassi ; e questa condizione corrisponde al- 
la legge generale dell’equilibrio stabile di un sistema di gravi 
quando il comun centro di gravità è nella posizione infima. 
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46. La pressione riferita all' unità superficiale non varierà per 
tolta l'estensione delle diverse sezioni orizzontali che tracciar si 
possono nell’ interno dei liquido; e trattandosi di un solo liqui- 
do omogeneo, per una sezione esistente alla profondità z dal li- 
vello superiore, si avrà evidentemente la pressione p espressa 

dalla formula p — P=zpg^[C — r) del §. 37. nella quale si por- 

. C 

ra — =1 e C — r = z per cui trasformasi nella p = P pgz. 

Una tal formula poteva immediatamente dedursi dalla inte- 
grazione della dp=spgdz io cui si converte la (i*) nel caso di 
S=g, e di ds=adz. E quest' ultima darà la pressione anche trat- 
tandosi di più liquidi sovrapposti, poiché in tal caso dovendo es- 
sere pS=gF{z) si ha p=sgj F{z)dz-h P, rappresentando F[z) una 
funzione continua o discontinua. 

47. La costante P che esprime la pressione corrispondente al- 
la superficie libera, generalmente parlando , non è che la pressio- 
ne atmosferica che deve aggiungersi alla pressione variabile do- 
vuta alla gravità del liquiilo , per ottenere in un punto qualun- 
que della data massa la total pressione. Gioverà però a maggior 
semplicità farne astrazione, potendosi sempre riprodurla facilmen- 
te nei resultati dei calcoli che andremo sviluppando. In tale 
ipotesi avremo quindi l’equazione p=pgz. 

48. La pressione del liquido sopra una piccolissima superficie 
di) posta alla profondità z dal piano supcriore, esprimendosi con 
pd^ = ppzdu, equivarrà al peso di un prisma dello stesso liquido 
avente per base la superficie medesima, e per altezza la di lei 
profondità sotto il piano di livello. 

49. Volendo calcolare la totale pressione jj esercitata dal li- 
quido contro un piano u, il cui centro di gravità sia alla profondità 
Z del piano supremo, avremo Y\s=gpJzdcù = gpZu , eguale cioè 
al peso di una colonna prismatica liquida avente per base il da- 
to piano, e per altezza la profondità Z del suo centro di gra- 
vità. Ruotando quindi il piano attorno questo centro, la pressio- 
ne totale non varia. 

50. Calcolando questa pressione n contro il fondo orizzonta- 
le, su cui iusista il liquido ad un altezza h, qualunque sia la for- 
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ma del vaso avremo n = che precisamente eguaglia il pe- 
so del liquido contenuto in un vaso prismatico ed elevato sulla 
base stessa dell'altezza h. Si rende quindi palese come una sot- 
tile colonna liquida dilatandosi in ampia falda sopra una base 
molto estesa possa esercitare contro essa un’enorme pressione di 
gran lunga superiore al proprio peso. 

51. Questo fenomeno avendo parimente luogo qualunque sia 
r inclinazione della superficie su cui si esercita una tal pressio- 
ne , si riprodurrà anche in un vaso che sia incurvalo come nel- 
^•e - la figura, ed avente il fondo orizzontale AB=a depresso dal 
livello supremo della quantità h. La pressione n contro un tal 
fondo sarebbe quindi rappresentala da fi =agpah. Che se AB fos- 
se un fondo mobile ma che chiudesse perfettamente, a guisa di 
uno stantuffo, la parte sinistra del vaso supposto prismatico, con- 
verrebbe che fosse gravato di un peso Tl = g^h onde il liquido 
si mantenesse all'altezza h nella parte destra del vaso. Immagi- 
nando di più esercitata con un mezzo qualunque una pressione 
n' nella suprema superficie b del liquido contenuto nel ramo de- 

. n' , 

stro, che supporremo parimente prismatico , sara — la pressione 
riferita all’ unità superficiale che da essa deriva, onde si avrà 
contro il fondo o la pressione addizionale e perciò dovrà es- 
sere 

(a) -j-. 

52. Tenendo costante n' ^ aumentando PI di cr, ed h di h' 
avremo 

n -H ® =3 oja(h + h'j -t- 
(per cui B 5 = 0 (/ah'. 

E qui si osservi che V si compone dell’elevazione E^E=x 
aumentata della depressione AB'=^y‘, ma siccome per l’ invaria- 
bilità della massa fluida si ha hx = ay sarà 

à' = »-+-y=(l 
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e perciò o = 1 -t- 

colla quale formula , coguita la x, sì può rilrarne il valore di 
53. Si osservi che allorquando si faccia la sezione 6 piccolis- 
sima in confronto di a il numero — diventa grandissimo, quin- 

O 

di un piccolo valore di IT, che è la pressione esercitata nel ra- 
mo destro, produce un valore grandissimo dì II nel ramo sinistro; 

di più si noti che essendo-^ un numero piccolissimo si avrà 

a 

prossimamente T!t=pgax e perciò il peso addizionale posto nel 
coperchio a può esser misuralo dal peso di una colonna liqui- 
da avente a per base, e per altezza rinalzamento che succede 
nel liquido contenuto nel ramo destro. 

51. Queste formule oltre contenere la teoria dell' equilibrio nei 
vasi comunicanti, racchiudono pure la teoria del Barometro che 
consiste, generalmente parlando, in un tubo ricurvo ripieno di 
mercurio che si inalza diversamente nei due rami verticali del 
tubo stesso, perchè da una parte il tubo essendo chiuso e privo 
d’aria non ha luogo veruna pre^sione superGciale; e dall' altra 
essendo aperto vi agisce la pressione atmosferica. 

Chiamando quindi la pressione atmosferica che si eserci- 
ta in a contro 1' unità superflciale, e detta tn la densità del mer- 
curio, e fatto n' = 0 avremo e aumentalo di j la 

pressione atmosferica si avrà 

® = mgh' = mg 

sarà quindi per un altro aumento di pressione indicato da ~ 

tj : n' :: X : 

ossia le differenze di pressione atmosferica saranno proporziona- 
li alle elevazioni del mercurio nel ramo destro. Che se — è nu- 

a 

mero piccolissimo l’elevazione in questo ramo moltiplicata per 
mg misurerà prossimamente l’ assoluto peso corrispondente all'au- 
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incntata pressione atmosferira riferita aU'unilà superficiale. Di qui 
la ragione della grande ampier.zn del pozzetto in ronfronlo del 
tubo ; o della mobilità del livello del pozzetto medesimo per ri- 
condurlo sempre alla stessa situazione; o della doppia scala nei 
Barometri a Sifone composti di due rami di egiial diametro. 

Il n' 

55. Se nell equazione [a) si supponga , si reputino 

cioè egualmente premute le superficie nell’ uno, e nell’altro vaso 
comunicante, avremo evidentemente à=:0, per cui i liquidi do- 
vranno disporsi allo stesso livello. 

56. Le pressioni FI e n' possono resultare da tanti liquidi so- 
vrapposti , che per la stabilità dell* equilibrio supporremo con den- 
sità decrescenti; e chiamando p', o". p'", . . . A', A", A"' ... le densi- 
tà , e le altezze corrispondenti ai liquidi sovrapposti alla super- 
eie a nel primo ramo, e p, , s, , pi ... k,. A, , As . . . le quan- 
tità analoghe relative ai liquidi insistenti sulla superficie b nel se- 
condo ramo, dovrà essere 

Ti =jra(ij'A' -t- p'k" -h ... .), n's=s6(s,A, -t-p.A, + ....) 
onde la (u] trasformasi nella 

p'k' + p"A" -4- =sp/» -t- o.A, -t- p.Ai-t- .... 

57. Che se il liquido inferiore trovasi allo stesso livello nei 
due rami, per cui abbiasi h=0, dovrà essere 

p’k' -4- p”k” -4- .... s^p,k , -h p%kt -4- . . . 

e trattandosi di due liquidi di densità differente sovrapposti nel- 
l’uno e nell’altro ramo alle superiori superficie, esistenti nello stes- 
so piano orizzontale del liquido più basso, avremo p'l^=ap,k,\ 
per cui le altezze di questi liquidi saranno in ragione inversa del- 
le loro densità. Immaginando tracciato un piano orizzontale che 
intersechi i liquidi di differente densità nei due rami del sifone, 
non potrà quindi in generale asserirsi che eguale pressione e den- 
sità vi debba corrispondere. 
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Dtl cenlro di pressione. 

58. Si chiama centro di pressione in un piano premuto da un 
liquido pesante quel punto per cui passa la risultante di tulle le 
pressioni esercitale sopra ciascuno dei suoi elementi; e sostenu- 
to quel punto da una forza eguale e contraria alla risultante sud- 
detta » il piano sarà sostenuto contro la spinta del fluido. Questo 
pressioni essendo tulle al piano normali , ne conseguila che il 
puito suddetto può risguardarsi come cenlro di tante forze pa- 
ralele, eguali respeltivamenlealle pressioni tutte sofferte dai pun- 
ti del piano dato. E siccome più sono profondi questi punti, e 
taala maggior pressione risentono, così è manifesto che il cen- 
lr« di pressione in un piano immerso ed inclinalo , rimane più 
btsso del cenlro di gravità, cioè di quel punto per cui passereb- 
be la risultante di tante forze parallele eguali per tutti gli egua- 
li elementi del dato piano. Coincideranno però questi due centri 
quando il piano premuto sarà orizzontale. 

5'J. Abbiasi una superflcie piana che possa suddividersi in eie- Fig. 3 
meili trasversali compresi fra tanti piani orizzontali , i quali ele- 
meili sieno tulli simmetrici intorno ad un asse rettilineo AK, 
incTvialo alla verticale dell'angolo o: che prendesi per asse delle x 
coH'origine in A. Prolunghisi questa retta Ano in £ a inter- 
secar! la superficie suprema RL del liquido, e si assumino le y 
orizzcnlali. Facendo AL = h, j4K=k,, AP = x, Ap=x-hdx, 
Pj)l=iy , pm = y-hdy, l’area elementare Ifil/'mm' sarà espres- 
sa da jydx dove f è ua coeflicienle costante ed eguale a 2senj^. 

Il cenilo di pressione di un tale elemento egualmente premuto 
in tuttala sua lunghezza cadrà evidentemente sovra l’asse AK 
attorno uii è simmetrico , e nello stesso asse cadendo pure i cen- 
tri parzidi di pressione di tutti gli altri elementi, il centro di 
pressione dell' intiera superficie esisterà sicuramente sull’ asse stes- 
so ad una (istanza % punto .4. La pressione esercitala sulfele- 
mento superficiale fydx essendo dovuta all’altezza del lìquido 
(x -4- A)sen« ;arà espressa da gfp(x -l- h]ydxsen«, e il momento di 
questa pressbnc che può supporsi applicala in p, sarà, rispet- 
to al punto I 
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gfpsenalx + h)xydx 
si avrà quindi l’ equazione 


Xfìfpsena h]yilx =gfpscn z J’f{x -+■ h'.xydx 


da rui 


f: 


(jr ■+■ h)xydx 


X = 


A 


■ h)ydx 


60. Se A=0 cioè se la superficie ha T ordinata suprema a Ibr 
d'acqua si ottiene 


X= 


j: 


x'ydx 


j: 


xydx 


il qual valore è indipendente dall'angolo ar. 

61. Se he=z> co , cioè se la superficie immersa è orizzonlalt, 
oppure profondissima , si avrà 


X= 


j: 


xydx 




ydx 


{.W. §. 89.), coinciderà perciò il centro di pressione col cenlr# di 
gravità come si era dianzi avvertito. 

62. Se il piano immerso è un trapezio coi Iati parateli e 
orizzontali, e il superiore pongasi eguale a 2n, e l'inferbre a 


2m sarà y- 


"x + n; onde sostituendo, e integrandosi ot- 


terrà 


k /i)A 


I 


che riducesi a = quando pongasi co, con 

che si confonde il centro di gravità con quello di preisione. Se 

3m -f- n it 


>0, 


x=: 


onde per un parallelogrammo avente un lato a lor d'acqua 
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X = “* > cioè a due terzi della retta che unisce la metà del Ia- 
to supremo coll' opposto inferiore. E per un triangolo col ver- 
tice a fior d' acqua e la base 2in volta in basso si avra n = 0, 

e quindi a perciò ai tre quarti della retta che unisce il 

4 

vertice colla metà della base. Che se finalmente il triangolo fos- 
se colla base a fior d' acqua , e col vertice volto in basso si por- 
rebbe m=0 onde quindi il centro di pressione corri- 

sponderebbe al mezzo della retta che dal vertice si conducesse al- 
la metà della base. 

63. Se una parete piana di un vaso pieno di liquido fosse 
mobile, converrebbe per l’ equilibrio applicare al di lei centro di 
pressione una forza eguale e contraria alla risultante delle pres- 
sioni elementari da essa sofferte. 

64. Se la superficie premuta che proseguiremo a indicare con 
a fosse curva, sicché le pressioni elementari esercitale sulla me- 
desima non riuscissero più tra loro parallele, converrebbe decom- 
porle tutte parallelamente a tre assi ortogonali , per ridurle po- 
scia, quando fosse possibile, ad una risultante unica, o in tut- 
ti i casi almeno, ad un sistema di due forze. 

Quando esiste il punto d'applicazione della resultante delle 
pressioni chiamasi, anche in questo caso, centro di pressione. 

65. Siano x, y, z le coordinate variabili della superficie pre- 
muta, e il piano delle xy si prenda alla superficie libera del li- 
quido ; sicché la z indichi la profondità sotto il livello supremo 
di un elemento superficiale da>= Mdxdy [M. $.89.). E poiché la 
pressione contro un tale elemento si rappresenta con pdu, richia- 
mando le considerazioni del §. 22. e seguenti, avremo evidente- 
mente le somme delle componenti ortogonali di tutte le pressio- 
ni elementari espresse dai seguenti integrali dupli estesi a tutta 
la superficie premuta 

JJpdzdy, JJpdzdx, Jfpdxdy 

Supponiamo ora che questa superficie appartenga a un solido 
totalmente immerso in un liquido, e cominciando dal considera- 
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re il primo di questi integrali osserveremo, che se si immagina 
Irnerinlo un citindro da una generatrice parallela alle x, e che 
tocchi tutto all' intorno la data superficie, rimarrà così divisa in 
due parti, e le normali agli elementi dell’ una formeranno degli 
angoli acuti, e le normali agli elementi dell'altra degli angoli 
ottusi coll’asse delle x; sicché indicando con p, p,, le pressioni 
corrispendenti a due opposti elementi situati nelle due superficie 
( a due elementi cioè, che abbiano eguale projezione dziìy nel 
piano zy ] potremo scrivere il suddetto integrale convenientemen- 
te definito nel modo seguente 

JJ{p—Pt¥^y 

e ragionando analogamente sugli altri due integrali, ci persua- 
deremo che equivalgono a J j\p — p^dzdx, ed / j(p — pi)dxdy; 
essendo , pj le pressioni corrispondenti a due elementi super- 
ficiali opposti al da nel senso delle y e delle 2 , aventi respetti- 
vamente al pari di esso, le projezioni dzdx, dxdy, il primo nel 
piano zx, il secondo nel piano xy. 

66. Ora egli è evidente che se la pressione contro il corpo im- 
merso, riferita all'unità superficiale, fosse costante per tutto il 
contorno del corpo immerso si avrebbe p=p, =ap. sps , onde 
questi tre integrali dupli riescirebbero nulK , essendo composti di 
tante forze eguali ed opposte che due a due si distruggerebbe- 
ro. Concludiamo dunque che un corpo i cui elementi di super- 
ficie eguali fossero animati da forze eguali e normali, rimarreb- 
be in equilibrio qualunque ne fosse la forma. 

67. Che se la pressione è costante solamente per tutti gli ele- 
menti situali nello stesso piano orizzontale , come accade dei cor- 
pi immersi nei liquidi gravi, avremo psagaz; laonde le pressio- 
ni p, p,, p. corrispondendo ad elementi posti alla stessa profondi- 
tà dal piano di livello , saranno tra loro eguali , e perciò i due 
primi integrali si ridurranno a zero. 

Il terzo poi, indicando con z, la profondità dell' elemento su- 
perficiale verticalmente e inferiormente opposto al , c che cor- 
risponde alle ordinate x,y e alla pressione ps si trasformerebbe 
in 

pgJJ[s-‘Z,)dxdy 
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E poiché J J{z, — z)dxdy è il volume del corpo immerso, ben si 
vede che l’antecedeute integrale moltiplicato per rappresente- 
rà il peso di un pari volume del dato liquido, preso negativa- 
mente ; onde dovremo concludere che la risultante delle pressioni 
contro un corpo totalmente immerso è eguale, ed opposta al 
peso della massa fluida spostata. 

68. Se dunque esprimeremo con dV = dx'dy'dz' l' elemento di 
volume del corpo immerso , omogeneo , o eterogeneo, e con p* la 
sua densità, sarà gj J fp'dV' il suo peso, e perciò dovrà sussi- 
stere delle (2) la sola equazione 

JJJp'dV>=:p;j{z<-z)dxdy 

Sarà di più necessario che sussistano le (3] quando in esse pu< 
re si ponga ^^=X's=0, Z'=:g, e quando si avverta che per gli 
esposti valori di p sono nulli gli integrali 

J Jijp—p.^xdxdz JJ[p—P.]ydydz 

e con ciò esse diverranno 

/ Jp’y'dV'=!p JJy[z,~- z)dxdy 
JJp’x’dV = pj Jx[z , — z)dxdy 

e se X,, y, sono le coordinate del centro di gravità del volume 
immerso, ed x y quelle del liquido spostato, chiaro ne emerge 
che queste equazioni si trasformano nelle seguenti x, =x, y, =y, 
le quali ci indicano dovere esistere questi due centri di gravità 
nella stessa verticale. 

69. Può essere che la superficie data non sia premuta in tut- 
ta la sua estensione, come accade di un corpo che poggi nel fon- 
do del vaso o che non sia totalmente sommerso , e limitandoci 
in tale ipotesi ai corpi e ai liquidi gravi , vedremo che le com- 
ponenti delle pressioni nel senso verticale, non ne avranno del- 
le corrispondenti opposte esercitate sopra altri elementi; sicché 
indicando con x, , y., 2 , le coordinate della porzione di super- 
ficie che non rfmane premuta converrà all'integrale — 

z)dxdy aggiungere o togliere il termine gp fjz.dxtdyt secondo che 
la superficie non premuta apparterrà alla superiore o all’ inferio- 
re di quelle che corrispondono ai limiti deirintegrale duplo. 
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Si avrà quindi l’ intiera pressione verticale espressa da 

— 9?{J /(*. —z)dx(ìy^fjz,dx.'ìy,) 

e varrà il segno superiore per i corpi di cui una parte esiste fuor 
d' acqua , e l' inferiore per quelli che toccano esattamente per una 
certa estensione il fondo del vaso. Ma poiché nel caso della su- 
perficie non del tutto sommersa corrisponde questa a delle z. 
negative, l'ultimo termine si dovrà considerare soltrativo in am- 
bedue le ipotesi. 

70. Si vede dunque che nel primo caso il corpo è premuto 
all' insù da una forza eguale e direttamente opposta al peso del- 
la massa fluida spostata , nel secondo da una forza eguale al pe- 
so della massa fluida spostata, diminuita del peso di una colon- 
na fluida avente per base la superficie a contatto al fondo del 
vaso, e per altezza, l’altezza del liquido sopra la medesima. 

71. I risulta menti ottenuti relativamente ai corpi , o in parte 
o del tutto immersi potevano dedursi dalla seguente ovvia con- 
siderazione. Fingiamo di aver un liqido grave equilibrato entro 
un vaso , e supponiamo che una porzione qualunque di esso si 
congeli; l'equilibrio del sistema non verrà per questo turbato 
perchè sappiamo (d/.^.156.) che le condizioni che assicurano l'equi- 
librio dei liquidi sono esuberanti per quello de' solidi. Ma se l'equi- 
librio non si turba è d’ uopo che la resultante delle pressioni del 
fluido contro la superficie della massa congelata sia eguale e di- 
rettamente opposta al peso della massa stessa. 

E poiché le pressioni del liquido contro la superficie del volume 
liquido congelato sono le stesse che si eserciterebbero contro qua- 
lunque altro solido eguale che si ponesse in suo luogo; cosi 
la risultante delle pressioni del fluido contro un solido immer- 
so, é eguale e direttamente opposta al peso di un pari volu- 
me di fluido , al peso cioè della massa fluida spostata dal corpo. 

72. risultante delle pressioni di un liquido grave equili- 
brato contro le pareti ed il fondo di un vaso che lo contiene, 
e<|uivale al peso del fluido stesso, e ciò si prova con dimostra- 
zione analoga a quella del §. 65. 

Assumendo infatti come allora il piano xy nel piano supremo 
di livello, e indicando con pdusu^zd» la pressione esercitata nor- 
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malmente e dall' indenlro all’ Infuori contro l’ elemento da delle 
pareli, corrispondente alle coordinate x, y, z. si avrebbero le som- 
me delle componenli delle pressioni parallele alle x ed alle y 
espresse dagli iniegrali. 

//(/’. . IJ[P^ —p)dxdz 

quaniita nulle per essere pz=sp,=ih, come pressioni esercitale 
contro elementi egualmente profondi ai di sotto del livello su- 
prema 

Le pressioni verticali sarebbero poi rappresentate da 

JjiPi —p)dxdy — z)dxdy 

e siccome questo integrale deve estendersi a tutta la superficie 
del liquido a contatto colle pareti, e col fondo del vaso, e di 
più vi si può anche aggiungere la superficie libera per cui le z 
sono nulle , cosi ne conseguila ebe rappresenta il peso totale del 
liquido contenuto nel dato vaso. 

73. Alla medesima conclusione giungersi poteva osservando, 
che le pressioni esercitale da una massa liquida grave contro le 
pareli di un dato vaso sarebbero eguali e contrarie alle pres- 
sioni che eserciterebbe un liquido della stessa natura, e conte- 
nuto in un vaso maggiore, contro un corpo di egual figura e vo- 
lume del liquido contenuto nel primo vaso, e supposto immerso 
nel secondo fino alla coincidenza de’ livelli supremi. 

74. Dalle cose anzidetle apparisce che per l'equilibrio de’ cor- 
pi immersi in lutto o in parte richiedesi, che il centro di gravi- 
tà del galleggiante , e del volume d' acqua spostato siano nella stes- 
sa verticale, c che il peso di quello sia eguale al peso di questo; 
sicché chiamando e S i\ volume e la densità del galleggian- 
te, e F e p il volume e la densità del liquido spostato, debba 
essere 

1^0= Vp 

75. Ma per la stabilità di codesto equilibrio un’altra condi- 
zione pure è necessaria , e siccome il galleggiante , e il liquido non 
formano che un sistema di corpi gravi, cosi (3/. §• 2.34.] convie- 
ne che il centro comune di gravità sia il più basso possibile. 
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F'8- 4- Rappresenti AB il livello del liquido, e MNM' un {^ve im- 
merso nel medesimo e in equilibrio. Sia G il centro di gravità 
di questo corpo esistente nella sezione verticale MM'N, e preci- 
samenle nella retta verticale iViV, in cui pure deve essere situalo 
il centro di gravità U del volume del liquido spostato. Indichia- 
mo con la profondità del centro di gravità di tutto il sistema, 
(cioè del liquido contenuto nel vaso, e del corpo immerso) al di- 
sotto del piano orizzontale arbitrario XF, c con z la profondi- 
tà di (7 e con h la profondità di H. Sia V il volume del liqui- 
do spostato; e ne rappresenti la massa che deve egua- 

gliare quella del corpo immerso. 

Se àf è la massa del liquido contenuto nel vaso, ed a la pro- 
fondità del centro di gravità del liquido stesso, a cui se ne sup- 
ponga aggiunto tanto da riempire il volume ABN avremo evi- 
dentemente 

{M m)a — mh-\-mz 
e perciò ^ = A) 

« 

Immaginando ora impresso al corpo un menomo spostamen- 
to arbitrario, e indicando con F* il volume che in questa posi- 
zione resta sommerso, ed A'B' il nuovo livello del liquido avremo 


(ilf + pFX' = (àf pl>' + pFz' — pF'A' 

quando a', z', ed h! rappresentino quantità analoghe alle pre- 
cedenti ma relative alla nuova situazione del corpo. Designando 
quindi con u la distanza dal piano XF del centro di gravità del- 
lo strato liquido di volume F — corrispondente al variato supre- 
mo livello potremo scrivere 


(.1/ + pF')a' =3 (àf pF)a -t- p( F — F)« ; 

onde, sostituendo nel valore di , otterremo 
W pr.--pT7. + p(f"-n« 


E perché ^ sia massima converrà che la differenza ^ abbia 
i termini di primo ordine nulli , c quelli di secondo sempre ne- 
gativi. 
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76. Se si suppone tanto grande il recipiente che ne riman- 
ga invariabile il piano supremo di livello alle diflercnli iinmer- 
sioni del dato cor|K>, preudendo questo piano per quello delie .Ai’ 
si porrà <r=0, e perciò 


?' 


= o-+- 


prz’—prh' 
31^ fi' 


77. Chi supponesse lo spostamento e la flgura del corpo tali 

da iH)tcrsi considerare il volume V — V come un cilindro verti- 
cale compreso fra le due sezioni AB normale l'una, in- 

clinata l'altra all'asse del cilindro stesso, vedremo inseguito co- 
me facilmente calcolare si possa il valore di > ' — V e di à' e 
quindi esprimere analiticamente la condizione della stabilità del- 
r equilibrio del dato corpo. Ma per ora ci contenteremo di os- 
servare che se passando il corpo dalla posizione d'equilibrio ad 
un’ altra vicinissima , il volume liquido spostato non cangia; cioè 
se basterà allora che o-t-pl’(3' — h') sia sempre minore 

di a-hpf^[z — h), onde allorché 2 ^ A, la condizione della stabili- 
tà dell'equilibrio si ridurrà semplicemente al dover diminuire per 
ogni spostamento del corpo la differenza d’ altezza fra i centri di 
gravità del corpo stesso , e del volume spostato. Che se 2 A sarà 
invece necessario che questa differenza cresca per ogni spostamento. 

78. Nel particolar caso di F'= F, e nella supposizione anco- 
ra della perfetta simetria del corpo, e per la densità, e per la 
forma rispetto alla sezione verticale ABM, se accade una minima 
rotazione attorno ad un asse orizzonlale normale alla sezione stes- 
sa, si suol riconoscere la stabilità dell' equilibrio dalla posizione 
di un certo punto che chiamasi melacentro. Le forze infatti che 
animano il corpo nella seconda posizione essendo due eguali ed 
opposte , la spinta cioè del fluido agente in H\ che è il canteo di 
gravità del volume liquido spostato nella seconda immersione, c 
il peso del corpo applicato in G, dovremo tener conto della sola 
forza che agisce in //' dal basso all’ allo secondo la retta II’O, e 
che tenderà a far ruotare il corpo intorno a G. Il punto 0 d’in- 
contro della direzione di questa forza coll'asse A/7 chiamasi me- 
tacentro; e se G cade sotto di II questa tendenza sarà sempre vol- 
ta a ricondurre il corpo nella posizione di equilibrio, cosi pure 


Fig. 5 . 
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se G coincide con H, o sia anche più alto di H ma inferiore ad 
O. Che"se finalmente G è più alto del più volle mentovato me- 
tacentro, allora la pressione del fluido che a);isce secondo U'O 
tenderà sempre più ad allontanare il corpo dalla posizione di equi- 
librio. Nel caso poi in cui il melarenlro coincidesse coi punto G 
il corpo rimarrcbiM! in equilibrio anche nella seconda posizione. 

79. Non sarà fuor di luogo in un parlicolar caso il determi- 
nare le leggi delle minime oscillazioni d'un corpo galleggiante 
spostalo dalla sua posizione d'equilibrio. 

Sia a tale nggedo IL il livello costante del liquido, ed MNP 
Fij! 6. rappresenti una sezione verticale di un corpo gaileggiante in equi- 
librio in cui è tracciata la AP parimente verticale e sulla qua- 
le devono essere situati i punti G, ed H, centri di gravità re- 
spetlivi, e del corpo dato, e del volume fluido spostato. 

Si immagini impresso al corpo un tale menomo spostamento 
che il suo centro di gravità scenda di una quantità e' mentre 
tutto il corpo ruota intorno ad un asse orizzontale che passa pel 
centro 6 ed è normale alla sezione MNB; inclinandosi così la 
AP di un angolo if' alla primitiva posizione verticale. 

Supponiamo di più per maggior semplicità che il centro di 
gravità del volume spostato cada (avvenuto questo cangiamento 
di posizione) in un punto della stessa sezione verticale MNB, tal- 
cliè il corpo abbandonalo a se stesso, ed animato del proprio pe- 
so in G, e dalla spinta verticale del liquido applicala al centro 
di gravità del nuovo volume spostato concepisca un movimento 
tale, che il suo centro di gravità G progredisca verticalmente, co- 
me se il suo peso c la spinta del liquido vi fossero immedia- 
tamente applicati; e un moto rotatorio intorno all’asse die pas- 
sa per G, come se questo punto fosse fermo. 

Trascorso il tempo l dopo avere abbandonato il corpo a se 
stesso si trovi esso in tale posizione che la figura MNP sia pas- 
sala in mnp, e si indichino colle lettere g, h i punti corrispon- 
denti a £r ed 17; facciansi poi le seguenti posizioni e convenzioni 

ar 

Volume MNP=mnp—y=- 

p 

M massa del galleggiante 
0 densità del liquido 
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g gravità ossia peso dell' uoHà di massa. 

Volume sIp ==V’, 

Glf=gàz=!a, ÀG=ag = c. 

, , , > quaDlilà piccolissime. 

Angolo Aga'csa^ i 

X' superficie piana projellala in 9/N, ed anche in tnn. 

Ag== z, = c + ff, 

a'g =3 (c + ff) s= (c -4- o) -+- (c -t- ff) ^ = c -t- o prossinaamente. 

" il’ 

aa'=s o'y — c = ff + (c -+- ( 7 ) ~ = prossimamente. 

Angolo 097 '= 90®, aq = x, 97 '= y. 
jff' centro di gravità del volume V, 

A' centro di gravità del volume $lmn. 

■^P \ rette verticali ” l rette orixzontali. 

fn=>ccj , fn —p ) 

9 U s= ? , iV = * = ^ sen.'} ®cos.'|( -t- csen.i^. 

0 metacentro. 

■ 1 ... 

«=-—= velocita angolare del mobile. 

at - - 

\ 

pVk' = 9Jk*= momento d’ inerzia del corpo intorno all* asse uriz- 
zontale che passa per G. 

80. Posto ciò per il moto del centro di gravità, dove imma- 
ginasi raccolta la massa M=fF, avremo: 

\ 

ossia 

d-T_gr-r>) 

e pel moto rotatorio 

, d^'fi *- ygien.j» 

dt~dt^'^^ 7'k* 

(r— r’w±r,,ii. 

r** 

3 
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e si prenderà il segno superiore o il segno ibferlore secondo cbe 
il punto G cade sopra o sotto il punto H. 

Siccome, indicando con dA un elemento della sapcrReie pròjel-* 
tata in mn corrispondente all’ ascissa ®, ed a Ha ordinala y, puòi 
ritenersi il voltiine l^=/ydX , risguardandolo cdmè compo-, 
sto di tanti prismelli aventi dA per base ed y per altezza; così 
riferendo i momenti a un piano verticale condotto per l’asse AP' 
normalmente al piano della figura si avrà 


( V — y)/S= /(csea.<p -t- xcos.<l> -h ^ sen.i^^ydA 
= -i- »-+-■— )ydX 

r — a ’ ' " , ■ 

e poiché eq = -j- = sen.'l-, da cui y— crs>=*4'» sostituendo e 
trascurando il e i prodotti di ip per a, si otterrà , ^ 

(r — F)p ='(i/®*dX — ff/xd^ 

e finalmente 

y — V = JydX = ffX — /xdX. 

E perciò le equazioni del moto si trasformeranno nelle seguenti 


iPa 



^ ^ ^ /x^dX — ff JxflX 

Se il centro di gravità della sezione X è projettato in a, sarà 
/xiX = 0, onde si ridurranno alle due più semplici 


gX 

di^ ~~ 


'd?~ 




nelle quali essendo separale le variabili e 7 , se ue concluderà 
che stante I' ipotesi ammessa il movimento del centro di gravità 
è indipendente dal movimento rotatorio intorno al medesimo. 

lulegiandule dunque in guisa ebe a ( = 0 , corrisponda a = ff', 
1 * 

'r = 'p> = j^=0, avremo 
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<s = a'cosu y jr 

<J; = fcOS. j 

81. Osservando che c-t-(j è l'ordinata verticale del centro di 
gravità dopo il tempo (, concluderemo dalla prima di queste die 
il centro suddetto oscilla verticalmente come un pendolo della 

fT 

lunghezza y. Perchè poi il valore di <// si mantenga sempre pic- 
colo e periodico al crescere di ( ( la qual condizione è indispen- 
sabile acciocché l' equilibrio da cui si è allontanalo il galleggian- 
te fosse stabile) converrà che l'arco espresso da 

non divenga immaginario; altrimenti il valore di si converti- 
rebbe in esponenziali che crcsccrebLero indefinitamente al crescere 
di (. 

Per sodisfare dunque a questa condizione conviene che 
Jx'd/^f^a sia sempre quantità positiva, e ciò si vcriflca ogni 
qual volta si prenda il segno infeiiore cioè allorquando il punto 
G cade sotto H. Ma se prendesi il segno superiore , con che sup- 
ponesi il punto G più alto del punto H, la quantità suddetta sa- 
rà positiva soltanto per i valori di jx'dX^Va", nel caso poi in 
cui fosse jx'd'k=iF'a avremo = quindi l'asse sarà rima- 
sto inclinalo come prima. Ed infatti in tale ipotesi la forza ac- 
celeralrice corrispondente alla velocità angolare du è nulla. 

In generale possiamo dunque concimlere che allorquando 
Jx'd^'^Fa è una quantità positiva, l'oscillazione dell' asse al 
di quà e al di là della verticale saranno sincrone a quelle di un 

Vk* 

pendolo semplice di lunghezza • 

82. Allorché un corpo immerso in un fluido non è dello stes- 
so peso del volume liquido spostato, e i loro centri di gravità 
non cadono nella stessa verticale concepirà il corpo immerso un 
moto progressivo dovuto alla differenza dei due pesi , e un mo- 
to rotatorio intorno al proprio centro di gravità considerato co- 
me immobile. Se il cori>o resta nel moto totalmente immerso, la 
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differenza dei pesi si mantiene costante, e il moto progressivo 
sarà quindi dovuto ad una forza motrice invariabile rappresen- 
tata dalla differenza tra il peso del corpo, e il peso del volume 
liquido spostato, cioè dalla differenza Fp). Il moto del 

centro di gravità, fatta astrazione dalla resistenza del mezzo, sarà 
perciò unifurniemenle accelerato o ritardato secondo che la den- 
sità del corpo sarà maggiore o minore di quella del liquido. 

83. Nel primo caso' il corpo immerso scenderà fino al fondo 
del recipiente ed ivi si fermérà esercitando una pigione da cal- 
colarsi nel modo insegnato ne' capitoli antecedenti. 

Nel secondo caso poi il corpo da prima risalirà ancora di 
moto uniformemente accelerato, ed allorquando comincierà a 
sporgere fuori dell'acqua, cangiandosi ad ogni istante il volume 
liquido spostalo, ne conseguita che Inforza motrice diverrà va- 
riabile, onde il moto sarà vario. Quando poi avremo fFi—Vf 
la forza motrice si annullerà, ma non per questo il corpo re- 
sterà immobile , proseguendo esso colla velocità concepita a sa- 
lire di moto vario ritardato, perchè la forza motrice diventa ne- 
gativa. Estinta poi ogni velocità, ed essendo il corpo 

tornerà a scendere di molo vario accelerato, cominciando cosi 
nna serie di oscillazioni nel senso verticale sopra e sotto la po- 
sizione per cui fFi=sVp. 

81. Abbiasi a cagione di esempio un cilindro omogeneo ad 
asse verticale, di base 6, di altezza a, ed immerso in un fluido 
per un' altezza x. Siccome sarà 


fFz=ha T=hx 

la forza motrice verrà rappresentata da gUfli — sep); onde si avrà 
l’equazione 


di* JAa 


ossia 


ad d^x nd 



che integrata in guisa che ad xt=l corrisponda ^=a0,e(=0 


somministra 


'=\/' 

^=\/V( 


ai . a9 — Px 

— Arc.cos. -T r 

PS ai — pi 


— pi)* — {ai — px)* 


) 


. /pg — P» 
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Ogni volta cho col crescere del tempo la quantità di- < 

verrà un multiplo pari di zs. si avrà aS-^px=aS — fi; da cui 
x=l, ^=0; e quando la stessa quantità diventa un multiplo 

ut 

impari di sarà 

oJ — px=pl — oS 

onde x = — =i t=0 

p dt 

La massima velocità che corrisponde a ^=>0» accade allo- 
ra quando la forza acceleratrice è nulla , nella posizione cioè do- 
ve aS=ipx c nella quale avrebbe luogo l’ equilibrio. Al disopra, 
e al disotto di questa posizione oscilla dunque il galleggiante a 
guisa di pendolo. Tutte queste conclusioni hanno luogo però sol- 
tanto nell'ipotesi che il corpo non si sommerga del tutto, per- 
chè in tal supposto la x diverrebbe eguale ad a e rimarrebbe 
costante per tutto il tempo della totale immersione. Sarebbe quin- 
di ( come sopra generalmente si è avvertito ) la forza motrice 
costante rappresentata da 9 aà(S — p], positiva o negativa secon- 
do che S fosse maggiore o minore di p. 

CAPITOLO V. 

Delle gravità tpecifiche dei Corpi. 

85. Nel §. 77. della Meccanica si disse che i pesi specifici G 
e G' di due corpi omogenei sono proporzionali ai pesi assoluti 
cr, tr' delle loro respettive unità di volume, e che prendendo per 
unità di peso specifico quello corrispondente ad un corpo omo- 
geneo che abbia l'unità di peso assoluto nell'unità di volume, 
si ottiene per un corpo qualsivc^lia omogeneo la formula Gs=t 

p 

== ^ nella quale P e F esprimono ordinatamente il peso, ed 

il volume del corpo medesimo, 

86. Essendosi generalmente convenuto di adottare per unità 
di volume il metro cubico, per unità di peso assoluto la lon- 
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celiata , cioè il peso assoluto di un metro cubico d’ acqua distil- 
lata al massimo di densità , ne conseguita che il peso specifico 
dell'acqua stessa sarà qu<llo che servir deve di unità di misura 
per ottener l’espressione dei i)C8Ì specifici degli altri corpi. 

Osservando inoltre che il numero esprimente in metri cubici 
il volume V di un qualsivoglia corjH) rappresenta ancora il peso 
in tonnellate, di un pari volume d'acqua distillata ( il qual peso 
Io imiielicrerao con n } si otterrà 



87. E di qui sì conclude I.” Che la gravità specifica di uB 
corpo omogeneo altro non, è dietro le convenzioni stabilite, che il 
rapporto tra il proprio peso, e quello di un pari volume d’acqua 
distillata al massimo di densità , 11°. Che il numero rappresen- 
tante il peso specifico del dato corpo rappresenta altresì in ton- 
nellate il pe>so assoluto di una sua unità di volume. 

88. Facilmente si esplora il peso specifico di un solido, quan- 
do possa immergersi, senza scioglierlo, nell’acqua distillata. 

Si pesi infatti il dato corpo nel vuoto, e i* ne sia il peso as- 
soluto. Si immerga quindi nell’acqua distillata , e di nuovo si pe- 
si, e si abbia P' per risultato. La perdita di peso P — P' (§.67.) 
sarà eguale al peso di un pari volume d’acqua distillala, onde 

f p' 

esprimerà la gravità specifica del solido, e — rap- 
presenterà la perdita di peso che soffre il corpo passando dal vuo- 
to nell’acqua, 

89. Non potendosi talvolta pesare il corpo nel vuoto ma sol- 
tanto ncH'aria , per determinarne il peso assoluto farebbe duopo 
conoscere il peso di un pari volume d’aria. Ed invero pesando- 
lo nell'aria ed ottenendo II per risultato, /*== n + a ne sarebbe 
il peso assoluto, e la gravità specifica si dedurrebbe dalla formula 


(J>) 




ma in generale a è quantità piccolissima che ordinariamente può 
trascurarsi. 
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90. Se il solido fosse tanto leggiero da non potersi pesare 
sotl* acqua bisognerebbe unirvi altro corpo di noto peso assoluto, 
0 specifico, e tale che il composto potesse interamente sommer- 
gersi. Sia in questa ipotesi G la gravità specifica ignota del da- 
to corpo di peso assoluto P , e con G\ e P' si indichino il peso 

pi 

assoluto, e lo specifico del corpo aggiunto. Poiché ^ è la per- 


dita di peso che soffre il corpo aggiunto immerso nell'acqua, se 
Q rappresenta la perdita di peso di ambedue i corpi uniti assie- 

me, Q — — esprimerà la perdita di peso parziale del corpo da 


esplorarsi, onde il suo peso specifico verrà» somministrato dalla 

p 

formula G => p- , cioè dal proprio peso assoluto diviso per 

' » 
la differenza fra le perdite di peso del corpo composto, e del cor- 
po aggiunto. 

91. Generalmente, dati i pesi assoluti e specifici di due corpi, 
può aversi il peso specifico del composto che risulta dalla loro 
riunione. Siano a cagion d' esempio n. II' i pesi assoluti , e 7 , 7 ' 
i pesi specifici parziali dei componenti. Si indichi con G il peso 
specifico del misto , il cui peso assoluto sarà evidentemente egua- 
le a /'s volume poi pareggierà quello dei due 

componenti presi assieme cioè sarà espresso da 



onde 


ii-t-n' >y’(n + n') 

W II II' ^ iiy-Hii' 

y y 

Con questa equazione , delle cinque quantità FI, IT, G, 1, y', da- 
tone quattro, potrà conoscersi la quinta. 

92. Se poi si conosce il peso assoluto del misto , e i pesi spe- 
cifici del misto, e dei due componenti, allora l’equazione Pea 
n-+-n’ unita alla (c) può servire ad assegnare i valori di II, e 
n' cioè del pesi dei componenti. Fu in tal modo che Archimede, 
conoscendo il peso assoluto e lo specifico di una corona compo- 
sta di rame, e d oro, non che i pesi specifici di quesU due me- 
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(alli, potè determioare, in qual proporzione essi ne costituisse- 
ro la lega. 

93. Per la ricerca delle gravità specifiche dei solidi serve an- 
7- cora r areometro di M. Charles , il quale è formato da una pal- 
la da cui sporge un sottile cilindro con un bacino in cima su 
cui si possono collocare diiTerenti pesi. Al disotto delia palla è so- 
speso un secchio pertugialo nel quale parimente poggiar si pos- 
sono i corpi da esplorarsi. Tutto il sistema deve potersi immer- 
gere nell'acqua distillata, e un poco di mercurio introdotto nel- 
r interno della palla può rendere al sistema un equilibrio sta- 
bile. 

Pur servirsi di questo {strumento conviene dapprima immer- 
gerlo vuoto nell’ acqua ed osservare quale sia il peso P che po- 
sto nel bacino esterno lo aflbnda fino alla linea T marcata sul 
cilindro; si collochi quindi il corpo da esplorarsi sul bacino ester- 
no, e sia P' il poso che conviene aggiungervi onde l’ areometro 
si disponga alla stessa profondità; ed evidentemente il peso del 
corpo dato sarà eguale a P — P\ SI metta finalmente il suddet- 
to corpo nel bacino inferiore che resta sommerso nell’acqua, e 

indichi il peso da porsi nel bacino esterno onde ottenere la 
medesima immersione , e P"-—P' rappresenterà la perdita di pe- 
so che ha sofferto il dato corpo immerso nell'acqua, ossia egua- 
glierà il peso di un pari volume d’acqua stillata. Si avrà per- 

• p p’ 

ciò G =» Ben si vede che per fare questo esperimento 
conviene che il peso P superi il peso assolato del corpo di cui 

p 

ricercasi Io specifico; che se lo eguagliasse sarebbe P'=0 e G=-p;. 

Se il corpo fosse più leggiero dell’ acqua converrebbe rovesciare la 
vaschetta //, per impedirne l’ ascesa quando se ne fa l’ immersione. 

94. Venendo ora alla ricerca dei pesi specifici dei fluidi, ac- 
cenneremo per primo metodo quello di pesare un corpo di nolo 
peso assoluto, prima nei proposto fluido, poscia nell'acqua di- 
stillala , lenendo conto delle respettive perdite di peso dal corpo 
medesimo sofferte. Dividendo quindi la perdita di peso avvenu- 
ta nel primo esperimento, per quella che ha luogo nel secondo 
il quoziente darà il cercato peso specifico. Imperocché con que- 
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sto {W^ocesBO non si fa cbe dividere 11 peso del fluido proposto 
per quello di un pari volume di acqua stillata. 

95 . Generalmente però si usa per maggiore speditezza un Areo- 
metro di forma analoga a quello che abbiamo descritto superior- 
mente ma privo del secchio pertugiato inferiore , e talvolta an- 
co del bacino superiore. 

Adoprasi infatti l’Areometro, o ponendo varii pesi nel ba- 
cino esterno, finché si immerga sempre ne'diver^i fluidi da esplo- 
rarsi al me<lesimo segno, oppure si mantiene costante il peso del- 
lo strumento, praticando nel cilindro una tal graduazione cbe in- 
dicar possa la profondità In cui si situa, immerso che sia nel 
dato fluido. 

96 . Nel primo caso indicando con P il nolo peso dell’Areo- 
metro vuoto, e con n, « n' i pesi aggiunti per immergerne un 
volume costante F in due fluidi di gravità specifica 7 e 7', sarà 

n+/> , w'-hP 

7 = y » 7 = y 

da cui 7 : y : : n i* : n' -I- P 

Che se la prima immersione si fa nell* acqua stillala onde si 
. , n' 4- P 

abbia 7=1, otterremo J=J^ — p’ 

Lo trovate formule ci fanno conoscere che le gravità specifi- 
che dei due fluidi sono proporzionali al peso dell'Areometro vuo- 
to aumentato rispettivamente del peso aggiunto per ottenere io 
ciascuno di essi un’ eguale immersione. 

. 97 . Adoprasi pure l’areometro a peso costante, ed allora i 
volumi di esso che si affondano ne' diITcrenli fluidi saranno in- 
versamente proporzionali ai pesi specifici de’ fluidi medesimi. Di- 
casi infatti P il peso costante dell' Areometro e F, e F' le parli 
di questo strumento cbe restano sommerse ne’ fluidi di gravità spe- 

P P 

cifica 7 e 7', avendosi dalla (a) 7 = ^, otterrà 


98 . Sia il volume della palla dell' areometro ed à la se- 
zione trasversale del ciliudrelto. Se < ed 1 ' esprimono le altezze 
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del cilindretto medesimo , che rimangono sotto il livello del Ùai^ 
do nelle citate due sperienze sarà V ^asa>A+iU' onde 

7 : V : : 6) + 1' : 0) -t- / 

Se r areometro , fosse cilindrico dovrebbesi porre aiaO onde 
7 : 7* :: I' : I, e però dividendolo in parli eguali, il numero del- 
le parti immerse in due liquidi diflérenti, sarebbe inversamente 
proporzionale alle loro gravità speciGche. Quando però esiste la 
palla inferiore, conviene aggiungere al numero delle divisioni 
sommerse del cilindro anche il numero a per ottenere quantità 
inversamente proporzionali alle suddette gravità speciflebe. Ma 
perciò è necessario determinare questa quantità u, e a tal' uopo 
sceglieremo di tuRare T areometro in due fluidi di noto p^ spe- 
ciflco, come a cagion d’esempio, nell’acqua stillata per cui 7 = 1 
e nell’acqua marina per cui porremo 7'=)F 

Siano X e X' le porzioni di cilindro sommerso respettivamen- 
te in questi due liquidi , e otterremo 1 : P : : a + X' ; a + A 



Calcolando questa formula in numeri si avrà il valore di o 
necfósario a stabilire il rapporto delle gravità specifiche dei da- 
ti liquidi , osservato che sia il numero dei gradi di cui si è affon- 
dato in ciascuno di essi l’areometro. 

90 . Per ulteriori schiarimenti sul modo di costruire, gradua- 
re, e adoperare questi strumenti si può ricorrere ai Trattati di 
Fisica che più particolarmente debbonsi, per la loro natura, occu- 
pare di questi soggetti. 

Esistono delle Tavole che dietro accorati esperimenti rappre- 
sentano le gravità specifiche di molti corpi naturali riferite a 
quella dell’ acqua presa per unità. 

Per non togliere la continuità a questo trattato noi le appor- 
remo alla fine del presente volume. 
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Introduzione alla Teoria deW Equilibrio dei flwdi elastici 


100. Prima di proredere a rintracciare le condizioni dell'equi- 
librio dei gaz, e dei vapori, giova richiamare alcuni principj fi- 
sici che si riferiscono alla forza elastica dei medesimi in rappor- 
to colla loro temperatura, e colla loro densità, onde stabilire del- 
le formule analitiche in cui questi principj siano racchiusi. 

101. Sia V il volume di un gaz qualunque alla temperatura 
zero, za la sua forza elastica, ossia la pressione che esercita con- 
tro il vaso che lo contiene, e O la sua densità. Aumentisi la tem- 
peratura di 0 gradi mantenendo invariata la pressione ci, e si in- 
dichi con V, e D' ciò che diventano V c D. 

Se ci rammentiamo che un volume d’ un gaz sottoposto ad una 
pressione costante aumenta di « = 0,00375 del suo volume per 
ugni grado centigradq (§. 12.) si avrà 


r=r(n-«6) 

Ma essendo variate le densità inversamente ai volumi si ot- 
terrà la proporzione 

Z) : 0' : : F' : F : : (l -t- «6) ; 1 


da cui 



Se si facesse ora variare la pressione senza cangiare la tem- 
peratura 6, e si chiamassero p, e p ciò che diventano conseguente^ 
mente le densità Z)' e la pressione rs, per la legge stabilita nel 
(§. 20.) la cui scoperta è dovuta a Mariutte, si potrebbe istitui- 
re la seguente proporzione 



e chiamando k il rapporto fra la pressione e la densità del gaz, 
che si considera a zero gradi, si potrà scrivere 

U) pr=pAr(l-t-«6), 
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e cosi sarà espressa la forza elastica di un gaz di un vapore , o 
di una miscela qualunque di questi fluidi aeriformi in funzione 
della loro densità , e della loro temperatura. 

101. Se la temperatura S è indicata da un termometro cen- 
tigrado a mercurio , questa formula non può tenersi per esatta , se 
non se nell* intervallo compreso fra — 36®, e + 300®, giacché fuo- 
ri di questi limiti la differenza fra le leggi della dilatazione del mer- 
curio, c del gaz comincia a diventar sensibile. 

102. Il coeflicicnte k è diverso per i diversi fluidi . Per l’aria 
perfellamenle secca i Signori Gay-Lussac ed Arago hanno trova- 
to all' Osservatorio di Parigi, ove la gravità è espressa da 
9-,80896 

*=(7951,12)G 

e per l’aria al massimo di umidità 

* = (7971,09)C 

103. Se si indica con p la pressione misurata dall* altezza ba- 
rometrica h di un gaz di densità p e avente la temperatura 6, e 
se con lettere accentate si esprimano le analoghe quantità rela- 
tive allo stesso gaz ma corrispondenti ad una temperatura si avrà 
evidentemente 

p ; p' : : p(l efi) : p'(l 

da cui 


( 2 ) 


p = p' 


p I H-a9' 

fp* I -J..09 


, A I -f- od 


E mediante questa formula si esprimerà la densità di un gaz ad 
una data temperatura 6 e sotto la pressione p, cognite la pressione, 
e la densità sotto un altra temperatura 6'. 

104. La formula 


( 3 ) 




che si trac dalla (1], applicala alla ricerca della densità del vapore 
aqueo, per una pressione, e temperatura qualunque, osservando 
che D rappresentar deve la densità del vapore a zero gradi sotto la 
pressione cr, e sapendosi dall’ esperienze di Gay*Lussac, che sol- 
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to eguali pressioni e temperature la densità dell'aria , e quella 
del vapore stanno rome IG : 10, può ridursi ad un’altra forma. In- 
dicando infatti con S la densità deH’aria a zero gradi sotto la pres- 
sione ts e con A ed £f le altezze barometriche corrispondenti alle 
pressioni o tensioni p, c cr, si avrebbe 


e quindi 

(4) 


D 


i. IO 

Ts 


/ 

IO A' 9 

U (I H-ati) 


105. Se sotto la stessa protone barometrica A, e ad una tem- 
peratura 6 qualunque , si chiama A la densità deir aria secca , e A’ 
quella dell’aiia umida, si avrà quando si indichino 

con f>', e p, le densità respettive dell'aria, e del vapore che co- 
stituiscono l'aria umida suddetta. E se l'altezza barometricn a. 
rappresenta la tensione del vapore, h — a rappresenterà la for- 
za elastica dell’ aria che vi è unita; perchè l’ esperienza dimostra, 
che la pressione di una miscela di due fluidi elastici contenuta in 
un dato spazio eguaglia la somma delle pressioni che esercitereb- 
bero parzialmente i due gaz rnni|)oncuti, distribuiti nello stesso 
spazio, e conservati alla stessa temperatura. Quindi chiamando D 
e /)' le densità dell’ aria , e del vapore aqueo a zero gradi , e 
sotto la pressione //, otterremo 


da cui 

( 5 ) 


h ir 

^’~TT 


e 


h—a U 
^ 1 




D aio 



A' = ^(A-aH-l^o) 


e perciò 


Questa formula può servire a determinare il peso di un vo- 
lume dato di un aria umida in funzione del peso di un pari vo- 
lume d'aria secca alla stessa temperatura e pressione, e della 
tensione del vapore contenuto nell'aria umida medesima. 
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106. Nelle (2). (3). (4) e (5) le quantità f, p', Z>, J ec. invece 

delle densità possono anche rappresentare le gravità spociflcbe 
delie diverse sostanze cui si rireriscono; imperocché non diflerciw 
do queste da quelle che pel fattore comune g, esso scomparisce 
nelle formule suddette che contengono soltanto il rapporto del- 
le diverse dejsità. 

107. La quantità di calorico contenuto in una determinata mas- 
sa di un corpo, è una quantità immensamente grande, e perciò 
incalcolabile. Solo si possono paragonare le quantità di calorico 
che debbono insinuarsi in una massa determinata ( per esempio 
in quella corrispondente all’ unità di peso ) per portarla dalla tem- 
peratura di 0°, ad una lemperatura di 6°. Chiamando g la diffe- 
renza fra la quantità di calorico che contiene un kilogrammo di 
un gaz qualunque a 6° sottoposto ad una pressione p e avente la 
densità p, e la quantità di calorico contenuta dallo stesso kilo- 
grammo di gaz a 0° e sotto la pressione 0,”76, avremo io gene- 
rale ^ p, p). Ma poiché p=Ap(l -+- afi) si potrà prendere 
q=jf[p,p), essendo f una funzione da determinarsene la forma. 

108. Il calorico specifico di un kilogrammo di fluido é la 
quanlilà di calorico che deve aggiungersi al medesimo per in- 
durgli l'aumento di temperatura di un grado. Chiamato C que- 
sta quantità di calorico, e supposto che i suoi aumenti siano equa- 
bili, si potrà istituire la proporzione seguente 

, :%de 

lA 

da cui = 

e differenziando il valore di q 

(iO \dp J V‘^6 / J \t/0 J 

dunque chiamando c il calorico specifico a pressione costante, 
stante, quello cioè che occorre per aumentare di un grado la 
temperatura di un gaz senza variarne la pressione, si avrà 
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e rippresenfando con r, Il calorico specifico a densità costatate, 
cioè Quello ebe fa duopo introdanre in un kiloframnlo di gaà (rc 
Aumcntarné la temperatura di un grado, coasideraiidoDe itavarhiUi 


là densità , si avrà 

t . 

M 

, V - 

. ' 1 .ì 



ma dalla (1 ) si trae 

• 

’ r ! ; > 

— àost— 

op. f ''p\ — /« . 

> . f Iti 


• --,-*9’ V^fi/ -tU-raé/ 

~ i’ 

*• r.. . * il» 

onde' ‘ c = - 

ft.t » 

-(?,).*;■ -.COt 

.fS— , 1.,, il 
•+* «6 

1 »i 1 

e posto 

II 

^ ^ si avrà 


109. A-bbiasi un volume di gaz la cui temperatura sia 6 — $ 
e f>' la pressione, e p" la densità, coll’aggiunta di caloiicò sé ne 
auménti la temperatura riducendola a 6 e fasciandone invariàUl' 
la pressione. Si comprima il volume per ridurlo alla grandezza ' 
primitiva, e eoo ciò la temperatura si riduca a 6 + u, la pres- 
sione a p, e la densità ritornerà p". Si sottragga del calorico, 
ossia si lasci freddare il gaz, finctiè la sua temperatura si ridu- 
ca a 9, la pressione a p", e la densità rimanga p". Poscia si la- 
sci ancora freddare finché riducasi la temperatura a 9 — e; e io 
tal caso avremo come prima la pressione p', e la densità p". 
Scrìvendo dunque in linee orizzontali i diversi valori delle tem- 
perature, densità , e pressioni che hanno luogo nelle cinque di- 
verse epoche delia ipotetica descritta esperienza si avrà 


Epoca 

Preuione 

Demilà 

Temperatura 

I. 

P 

p» 

9 — E 

ir. 

P' 

P' 

9 

HI. 

P 

P" 

9 -t- w 

IV. 

P" 

P" 

9 

V. 

P' 

P" 

9 — 1 
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E 8Ìecomt' per passare dalla deotità relativa alia epoca I. a 
quella della II. io cui la pressione è cootanle, cosi , ritenuto come 
dianzi che c eaprima il calorico .^ecifico a pressione costante ^ 
si sarà dovuto aumentare la quantità di calorico et. Nella li. e 
III. epoca la quantità di calorico siipponcsi rimaner costante, e 
solo si aumenta la temperatura perchè si restringe il volume. 
Ora per passare dalla III. alla V. epoca si perde la temperatura 
a-t-z; e siccome la densità è rimasta costante, cosi detto c, il 
calorico specitìco a densità costante si sarà perduta la 'quantità 
di Ciilorico Ma poiché nella I. e Y. epoca la quantità 

di calorico deve essere identica , così tanto deve essere il calo- 
rico aggiunto passando dalla I. alla II. quanto quello perduto 
passando dalla 111. alla V., onde si avrà 

i 0 . 

C£ = C,(£-+-i)) 



, , 110. ,Per_ determinare «, ed £ in funzione di p, p\ p" osserve- 
rp che nella I. III. e IV^ epoca essendovi densità costante, ed' 
avendosi ^ ' ' .. 

, p''c=V\l + «fl) ; 

' ■' p= àp*'(l T+r «)):; -;i, ;• i n-r! i 

I f ’* »... 

si olUeOc ' * • ■ - . i . ; *1 , ■ ;; f i. .. j. , 

Il ■> ' • g«l ■ ! , il 1 1 • i •• - , 

.'•I . 1 .,*-<-«6’ I /f" "t". ‘ . 

de cui si trac ' '-= ^ -• i 

- • ‘ ^ 1 .o- . : . 

c quindi '* * •• • • . ' ' ' i * • * ' ‘ ' , . • » 

‘ p —p 

1 * t * * 

111. Ma non polendosi eseguire facilmente la descritta espe- 
rienza si fa invece la seguente. ., r 

Si prenda un recipiente chiuso ripieno di aria alla leoqperatu- 
ra 6, alla densità o', e alla pressione p' minore dell' alniosferica. 

Si metta istantaneamente in comunicazione coll' aria esleiiore 

»• 

che .suppoiicsi di temperatura fi e di pressione p; c in tal ca- 
so aumenterà la teiupcrulura interna fino a fi + u c l;v densità 
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diverrà p" e la pressione cjzua^lierà l'esteriore p. Chiudasi il vaso 
e si lasri freddare finrhè torni la temperatura 6 rimanendo la 
densità p" e riducendosi la pressione a p". E potremo nelle Ire 
epoche della esperienza notare lo stalo del gaz come abbiamo 
fallo superiomente. 

Epoca pressione densiià temperalura 

(a) P' P' 9 

(b) p p" 6-i-a 

(c) p" P” e 

112. Se ben si osserva queste tre epoche corrispondono alle 
n, III e IV del primo esperimento ipotetico; e siccome le pres- 
sioni p', p, p" possono misurarsi dall'altezza del mercurio in un 
manometro che comunichi coll'aria chiusa nel recipiente, così que- 
ste serviranno a determinare il valore di y, ebe assumendo i dati 
seguenti dell’ esperienza 

p = O" ,7665 , p' = O” ,7527 , p" = 0.7629 


somministrano y = 1,353 valore diverso di quello trovato da 

»» -r 

altri che lo deducono dal valore della condensazione Se=~,-~ => 

b''— u' 

— — espresso per £ ; che ricavandolo dalle due 
p' = A;/(l-+-«fl), p' = Ay'(l-f-ar'e — £)) è 5=^'^— , 


e non già 5= . 

i-t-aé 

113. Ritornando all' equazione [a] cioè alla 


(«) 



osserveremo che se la quantità 



che rappresenta il rap- 


porto che esiste in uno stesso gaz fra il calorico specifico a pres- 
sione costante, e il calorico specifico a densità costante, è indi- 
pendente dalla temperalura e dalla pressione del gaz medesimo, 
dovrà considerarsi in essa equazione come costante, non dipenden- 
do questa quantità in generale che dalla natura dei differenti fluidi 
cui corrisponde. 

4 
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114. Ammessa una tale ipotesi si potrà integrare la (a) che 
è una equazione difTerenziale parziale di primo ordine coi noli 

metodi. Si elimini infatti da essa il (?) mediante la 
e si otterrà 

Bendendosi differenziale esalto questo secondo fattore col molti- 


plicarlo per 



converrà che 



sia una funzione di 


I 


I 


£ — ; onde si avrà 
p 


(*) 


dq 





essendo f una funzione arbitraria. E se /■, indica una funzione in- 
versa di f si otterrà 


e per la (1) 



115. Bestando invariata la quantità q di calorico contenuta in 
un dato gaz, supponiamo che le quantità p, p, fi diventino p', /»', 6' 
e si avrà 

I 

espressioni io cui fi e fi' indicano dei gradi centigradi , ed — egua- 

a 

glia 266,67. ' 
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Kliininando f,{q]^ fra queste e le precedenti equazioni ot- 
tieniti 

‘'=(T-o(7r-^ 

Equazioni che racchiudono le lesgi della forza elastiea, e della 
temperatura dei gaz compressi, o dilatati, senza che subisca al- 
cuna variazione la quantità di calorico in essi contenuta. Queste 
sono fondate sulla sola supposizione che il rapporto 7 non varii 
per uno stesso fluido al cangiarsi della pressione , e della tempe- 
ratura; e una tale ipotesi è stata veriflcata rispetto all’ aria atmo- 
sferica. 

1 16. Per determinare la forma della funzione arbitraria f con- 
tenuta nella ( 6 ] che può anche scriversi 

I 

la supposizione più probabile è quella di ammettere, che in un 
gaz, sottoposto ad una costante pressione, corrispondano eguali 
aumenti di volume ad eguali aumenti di calorico. Il che vai quan- 
to ritenere il calorico specifico c costante, quando l' aumento di 
un grado di temperatura a cui corrisponde è misurato da un 
termometro ad aria (§. 11, 12). In tal caso dovrà essere q una fun- 
zione lineare di fl ; e perciò potrà porsi 

I I 

(c) ■ = 

indicando con A e B due quantità da determinarsi, indipendenti 
da p e 6 , e relative alla natura del gaz che si considera. 
Avendosi 



ed e: scodo nella nostra ipotesi 
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oUerremo 


non chè 


\<t/i J 'Y*ap 


. B y' 
C.=>yP 


c = Bp • 


JB > •' 

117. Volendo applicare queste formule all'aria atmosferica, os- 
serveremo che r esperienze di Laroche e Bérard danno c= 0,267 
per l'aria secca sotto la pressione cr, rappresentata dall' altezza 
barometrica 0*,76. Avremo dunque per determinare B 1‘ equa- 
zione 


jB® ^ =3 0,267 

r 

e chiamata h l’altezza barometrica corrispondente alla pressione 

qualunque p, ed osservando che = $i avrà 
/ rz 


I 

'=«»{t) ' •• 

e il valore di c, ottiensi da questo dividendolo per 7 ; e poiché 
questa costante supera l'unità, l'esponente 1 — sarà un nu- 
mero positivo , e perciò il calorico specifico di una massa d'aria 
diminuirà all’ aumentarsi della sua forza elastica A. 

IIB. Si può eziandio applicare l'equazione (c) al vapore del- 
l’acqua ; ma mancano fino ad ora esperienze bastantemente pre- 
cise per determinarne a dovere le costanti. Però si fanno le se- 
guenti supposizioni che sembrano non molto allontanarsi dal 
vero. 

I. Che la quantità 7 sia costante per le diverse temperature 
e densità della stessa massa di vapore, finché realmente si man- 
tiene a stato di fluido aeriforme. 
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II. Che per eguali anmenli di temperatura misurati da un ter- 
mometro ad aria, cresca egualmente la quantità di calorico con- 
tenuto in un chilogrammo di vapore, tanto considerandone la pres- 
sione costante, quanto supponendone la densità invariabile. 

119. In tale supposizione chiamando C il calorico nects- 
sario a convertire in vapore a 100® centigradi e alla pressione 
barometrica O'.TO, un chilogrammo d’acqua la cui temperatura era 
zero; e indicando quindi per q la quantità di calorico necessa- 
ria a vaporizzare questo stesso chilogrammo d' acqua e ridurlo alia 
temperatura 6 sotto la pressione p corrispondente all'altezza ba- 
rometrica A; e finalmente prendendo ad esprimere con e il ca- 
lorico specifico del vapor d'acqua sotto la pressione costante di 
0,”76 riferito al calorico specifico dell* acqua alla temperatura ze- 
ro che prendesi per l'unità, si avrà 


Cea/l-t-B 100® j ^0,76 ^ 


e 

da cui 
B-. 


e perciò 


(«. 76 ) 


■ B(0,“76)^ 


ed 


■_c(i+I00-) 


y — ' 


120. Il Poisson nel suo trattato di Meccanica pone 
C = 550”, c= 0,847. 


Ma probabilmente in quanto al valore di C vi è qualche equi- 
voco. Secondo il Navier che prende il calorico specifico del va- 
pore sotto la pressione barometrica costante 0”,76 eguale ad uno, 
eguale a quello cioè dell’acqua allo stalo liquido; e che suppo- 
ne di piu, che occorrano 650 gradi di calorico per far passare 
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l'arq^ia da 0« allo stalo di vapore a 100- sodo la pressione 0,*7G, 
si avrebbe 

C = 650®, e c = 1. 

Il Belli assume C prossimamente eguale a 640®. 

Rispedo poi alla quantità y è desiderabile che delle esatte 
csp< rienze ci diano il mezzo di assegnarne con bastante precisio- 
ne il valore. Supponendola intanto col Navier eguale all’unità, 
ritenendo cioè, che tanto nel vapore come nell’acqua sia il calo- 
rico spcciQco a pressìon costante al pari del calorico specifico a 
densità costante eguale ad uno, si otterrebbe 9=a550®-f-tl; ed 
evidentemente una tale ipotesi coincide con quella, che risguar- 
derebbe le quantità di calorico necessarie a far passar l’acqua 
dallo stato liquido allo stalo gazoso, siccome costantemente eguali 
a 550®, a qualunque temperatura e pressione il vapore sia for- 
mato, ciò che è conforme alle esperienze di Southern. 

121. Il peso di un metro cubico di vapor d'acqua alla tem- 
peratura 0® e a 0*,76 di pressione, essendo eguale a 0,*"*8100, 
per una temperatura 6 e per una pressione h qualunque si avrà 
il suo peso speciQco ir espresso dall’equazione seguente tratta 
dalla (3) 

_ o,**^8ioo A b 0,8100 h »i6*'** h 

I A * *06,67 01*76 966,67-^-6 076 

a 

onde il peso di un volume T di vapore alla stessa temperatura 
6 e pressione h sarà espresso da f X E chiamando Q la quan- 
tità di calorico necessario per formare questo peso di vapore, 
adoprando acqua che trovavasi alla temperatura zero, Q egua- 
glierà 7 preso tante volle quanti sono i chilogrammi contenuti nel 
peso Tri’, onde si avrà 

^ rh iisw'- 

o,* 76 a 66 , 67 -f -9 ^ 

K r unità a cui sarà riferita la quantità Q è quella stessa cui è ri- 
ferita la 7 , cioè la quantità di calorico alla ad innalzare da zero 
ad un grado la temperatura di un chilogrammo d’acqua; la quale 
unità è settanlacinque volle più grande della quantità di calo- 


Digilized by Google 



55 


rico necessario a sciogliere an chilogrammo di ghiaccio a zero gradi 
senza accrescerne la temperatura, e l'unità di volume è il me- 
tro cubico. 

122. Il Poisson assume per unità di volume il litro e per uni- 
tà di peso il grammo, e giunge ad una formula analoga, ma in 
cui l'unità di calorico è la quantità di questo fluido necessaria 
ad innalzare di un grado la temperatura di un grammo di acqua 
a zero gradi. Ma l’ unità di calorico da noi prescelta è quella 
stessa adottala da Navier da Poncelet, e da C.lement: chiamata dal 
primo grado di calore, dai due ultimi calorie , e a cui noi potre- 
mo dare il nome di termoposo. 

123. In quanto alle miscele di due o più gaz o vapori ci li- 
miteremo ad osservare, che due volumi v, e c' di differenti gaz 
alla stessa temperatura 6 , e sotto la stessa pressione p, uniti as- 
sieme in uno spazio v-t-v', si compcnctrano e formano una mi- 
scela omogenea alla stessa temperatura 6 , e di forza elastica rap- 
presentata da p. 

124. Di qui si trae la ragione di un risultato di esperienza 
registrato al (105 ), che dimostra essere p-+-p' la forza elastica 
della miscela di due gaz, che occupando separatamente lo stesso 
spazio V svilupperebbero le forze elastiche p c p'. Supponendo in- 


faiti i gaz in quest'ultimo stato, si cangi in il volume del gaz 


sottoposto alla pressione p'. onde la sua forza elastica divenga p; 
si uniscano quindi i due gaz cosi ridotti ad egual pressione p in 

un vaso chiuso di capacità v -t-y=y(p -t-p'), e la miscela con- 
serverà la stessa temperatura 6, e la medesima forza elastica p. 
Si riduca finalmente il volume di una tal miscela al primitivo 
r , e per ia legge di Mariotte , dettane p, la pressione corrispon- 
dente, si avrà p,rs=si'(p-|-p'), e perciò p,=ap-i-p'. Degli analo- 
ghi risultamenti avrebbero luogo eziandio per le miscele di più 
gaz e vapori. 

125. Conservandosi eguale la quantità di calorico contenuta 
in due gaz separati, o nella loro miscela, e sussistendo quest'egua- 
glianza all' aumentarsi ancora di un grado la comune loro tempe- 
ratura 6, ne deriva, che se m ed m' rappresentano in chilogramiiii i 
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pesi parziali dei dnc gaz, e c, c', c" i calorfci speeifici a pressione co- 
stante degli stessi due gaz e della loro niìsrela dovrà essere 

(in + m')c" = me -I- m'e* 

In modo perfettamente analogo, indicando con c„ c,', c," i calorici 
sperifìci a volume costante dei due gaz separati, e della loro 
miscela, si sarebbe ottenuto 

(m ■+■ m')c," = me. -t- m'e,' 

e ponendo 



sì avrà 

^ me, -t-m'c,' 

CAPITOLO VII. 

Dell' Equilibrio de' fluidi elastici 

126. In un fluido elastico la densità essendo legala alla pres- 

sione dall’equazione p = mp dedotta dalla (1) del capitolo ante- 
cedente, in cui si è fatto — — ^ = m, la (1) del capitolo II 

si convertirà nella 

fin 

(a) j = md<p 

essendo d(|/ = XJx -1- Ydy -t- Zdz 

127. Cominciando dal supporre 6, cioè la temperatura costante, ' 
avreoio m parimente costante: quindi integrando si otterrà. 

[b) Log.p = mi^ Log.rs 

. . m+ „ irvi) 

da CUI p=r?e pc=mtse ^ 

rappresentando con is una costante arbitraria da determinarsi, co- 
noscendo la pressione del fluido in un dato punto. 

128. Che se la temperatura varia da un punto ad un altro , 
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la quantità m varierà pure; sicché, onde dalla (a) si possa real- 
mente ottenere un valore possibile di p, converrà che sia m una 
funzione di <p, il che non potrà accadere quando la temperatura 
6 non sia essa pure funzione di 

Ma se 6=F('^) ne viene di conseguenza che per tutti i punti 
ove ifi non varia, e pei quali si ha di^=0, la fi rimane costan- 
te. Dunque concluderemo che per tutti gli strati di livello di un 
fluido elastico in equilibrio la temperatura deve essere costante. 

Questa condizione adempita, sarà 

Log.pc= J md<i' -h Log.Tt 

da cui 

129. Quando la massa .fluida sia attratta da un centro Asso, 
ripetendo il ragionamento istituito al $. (39.) sarà facile il con- 
vincersi, che qualunque sia la legge di attrazione le superficie di 
livello saranno tutte sferiche e concentriche , rappresentate come 
allora dalle equazioni drc=0, ed r = C 

130. Allorché si considerasse l’atmosfera che ci circonda co- 
me animata dalla sola forza d' attrazione della terra risguardata 
siccome sferica, le superficie di livello dovrebbero essere altret- 
tante superficie sferiche concentriche alla terra stessa, e per quanto 
si è detto, la temperatura dovrebbe essere costante per tutta l’e- 
stensione di ciascuna di esse. Ma poiché in queste superfìcie la 
temperatura va realmente crescendo dai poli all’ equatore, così 
indur se ne deve che I’ equilibrio non può sussistere ; infatti noi 
sappiamo che dalla mancanza di questa condizione traggono ori- 
gine i venti permanenti, che hanno veramente luogo vicino al- 
r Equatore. 

131. Richiamando ora le ipotesi del ^ (di.), e supponendo c 
il raggio terrestre, dove la forza attrattiva si rappresenta con — g 
e la pressione con per una molecola d’aria situata ad una 
distanza r dai centro della terra si avrà 

di = f (r)dr = —^dr , 

onde, quando si farcia astrazione dalla diversa temperatura ed 
umidità dei vaiii strati atmosferici, si otterrà dalla (6) 
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dp — me' 


gdr; 


che mtegrata, risguardando m costante e in guisa che ad r 
corrisponda p=^a, somministra 




(c) 


^{c — r) = Log^> — Log.® 


tng- (c—r) ”*9}{c—r) 

e P—is« ' » p=jm®e 

1.32. Se il punto che si considera non è molto elevato sarà pros- 
simamente ' = 1, onde, chiamando z l’elevazione r — c, si avrà 


Log. cf — Log. p =s mgz 

pesswe"””*®*, ps=r m®« . 


Le quali ultime formule ci condurrebbero, stante le ipotesi 
ammesse, alle seguenti conseguenze. 

I.** L' elevazione di un punto dell’ atmosfera sopra un altro 
è proporzionale alla differenza de' logaritmi delle pressioni che 
vi corrispondono; la quale differenza eguaglia anche quella de' lo- 
garitmi delle altezze barometriche che misurano le pressioni me> 
desime. Infatti, detta z' I’ elevazione di un punto a cui corrispon- 
da la pressione p\ avremo Log.® — Log.p'=> mj/z', che combinata 
colle precedenti somministra 


Log.p — Log.;/ = m(z' — z). 

II. ° Crescendo le elevazioni sopra un dato luogo in progres- 
sione aritmetica, le densità dell* aria, le pressioni, e le altezze ba- 
rometriche che le misurano, scemano in progressione geometrica. 

III. ’’ Ritenendo sempre dietro le fatte supposizioni che la den- 
sità dell'aria sia per tutto proporzionale alla pressione, e che si fac- 
cia astrazione dalla forza centrifuga che agisce in senso opposto 
alla gravità, l’altezza dell’atmosfera sarebbe inOnita; imperoc- 
ché ponendo p=0, si ottiene z=sso. 
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Detta livdtazione barometrica. 


133: L’equailone (e) in cui si ponga * per y—e, per k il 
valore medio trailo dai due registrati al S- ® P®*" 


m, 


A(i-t-aS) ’ 


diventa 


I ® =lS£L 


e si applica utilmente alla misura delle distanze verticali, osser- 
vale che siano le temperature, e le altezze barometriche, che mi- 
surano le pressioni u e p, alla staziona infima e suprema. 

Si pongano a tal uopo le seguenti denominazioni 


Slaxione suprema 


Stazione infima 

Altezza ' 

X 

*E=0 

Pressione 

P 

cr 

Altezza Barometrica 

A' 

A 

Densità del mercurio 

n' 

n 

Temperatura del medesimo 

r 

T 

Temperatura delF aria 

t' 

t 

Gravità 


9 


Egli è evidente che fra queste quantità sussisteranno le se- 
guenti relazioni 

i3z=ngh pzsin'g'h 


g' — 


(e -(-»)• 


i- mt— r > 

55So 


onde 


tj 


Log. Log.- 




— -H 2Log.- 




0^796, ■,io)(c-+-xXi -♦-««) 
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nella quale si potrà prendere per 9 la media fra la temperatura 

t -f- 1* 

deir aria alle due stazioni, cioè 9= . 

a 

134. Siccome è sempre unito all' aria atmosferica del vapor 
d'acqua, e in tanta mapgior copia quanto più è elevata la tem- 
peratura , ed essendo la densità di codesto vapore più piccola , a 
cose pari, di quella dell’ aria pura, ne segue, che la diminu- 
zione di densità dell'aria umida in cui cresce il vapore al cre- 
scere della temperatura, deve corrispondere ad un valore mag- 
giore di flf= 0,00375 per ogni grado. Quindi per comodo di cal- 
colo e con suilìriente approssimazione si pone a=0,004, e pe- 
rò arfl=:— 

Si noli che per ridurre a Logaritmi Tabulaij i Logaritmi Nepe- 
riani contenuti nel 1.® membro della sopra descritta equazione con- 
viene moltiplicarli pel modulo 41=3 0,4342945. Di più se è la la- 
titudine del luogo in cui si fa l'osservazione inferiore, cui corrispon- 
de la gravità 9, si ha da una formula nota della meccanica supcriore. 


fi — o,oo«S88.c(M.a*^'C 
^ (i — o,ooa588.cos.3,48®. 5o\i 4 ") 


Sostituendo questi valori nella trovata equazione, il cui se- 
condo membro siasi moltiplicato per M, e poscia sciogliendola ri- 
spetto a z si trova, dopo qualche riduzione 


(A) 


18337,46 


^ Log. 


1 . 0,009 588 ,cot. 
2 


-<■- 0 ) 0-0 


135. Trascuran lo la frazione ^ si troverà un valore appros- 
simativo di s; poi mettendo questo valore nella suddetta Equa- 
zione, c ricavando un nuovo valore di z si ottiene un risultato 
pressoché esalto. 

Se in luogo del cocflicientc 18337,16 si pone nella trovata for- 
mula un cuefliciente indeterminato 4, e se ne assegni il valore 
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prendendo il medio di quelli che gli convengono , onde essa som- 
ministri per 3 dei valori corrispondenti a molle elevazioni, cognite 
dietro misure trigonometriche, si otterrà 1833G, numero po- 
chissimo dilTerenle da quello che crasi dedotto col calcolo diretto, 

136. A tutto rigore qqando si voglia assegnare l'elevazione di 
un punto terrestre al di sopra del livello del mare, nell' espres- 
sione di g’, che rappresenta la gravità alla stazione superiore, si 
deve avere riguardo all’ azione dello strato di terra che ha per 
altezza z; e perciò supponendone la densità eguale alla media 
terrestre, e seguendo la scoria dei calcoli ampiamente sviluppati 
dal Poisson al N.° 255, si dovrà porre 

!£i 

“ (e-t-r)* 4C 

e atteso la piccolezza della frazione * si potrà ridurre il fattore 

(-:) contenuto nella equazione (A] al seguente, (‘+à0- 

Si prenderà poi per la media delle latitudini corrìs|K)ndenti alle 
due stazioni. , 

137. Quando I' altezza t non è mollo considerabile, si può 

t, 

trascurare la frazione - , e per compenso ingrandire il coelfìcien- 

C 

te numerico; e se le latitudini ove si fanno le osservazioni non 
sono mollo differenti da 45^ si potranno calcolare le altezze z con 
sufTiciente esattezza per mezzo della formula seguente, 

(A') .= 18J9r(l+2^)u8,-‘-. 

CAPITOLO IX. 

Dfl principio delle velocità virtuali applicato alC equilibrio dei 
fluidi incompressibili. 

138. Prima di stabilire le leggi dell’ Idrodinamica, per seguire 
un metodo conforme a quello che si è adoperalo nella Mecca- 
nica, sarà convenieute il dimostrare che si verifica sempre il prin- 
cipio delle velocità virtuali per un fluido incompressibile, non (te- 
sante, ed equilibrato in un vaso fisso, e sul quale si esercitano 


Fig. j 
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delle pressioni superflciali per mezzo di forze P, P' , P", P ", 
agenti normalmente contro degli stantuffi di base a, a', a", a' " 
ebe premono il dato liquido, che occupa ancora alquanto spazio 
dei cilindri entro cui giocano questi stantuffi. 

Infatti dovendo essere la pressione p, riferita all' unità super- 
ficiale, eguale per tutte le faccie d^li stantuffi prementi, si avrà 



E se muovendo, a cagion d'esempio, gli stantuffi P, e P* le 
faccie a, ed a' prendono le posizioni et,, a,' percorrendo rì»pe;ti- 
vainente gli spazj aa, = h, a'a,’=h' a seconda delle direzioni 
delle forze P e P'; e se contemporaueamente le faccie a", a'" sono 
passate in a,", a,'", avendo percorso gli spazietli A", A'" in op- 
posta direzione alle forze P', e P", per la continuità ed incom- 
pressibilità della massa liquida dovrà sussistere l’equazione 

(2) uA -t- o'A' — a"A" — o"'A"' = 0 

E sostituendovi i valori di a, a', a", a" tratti dalla (1), si 
otterrà 

(3) PA -t- P'A' — P"A" — P'"A"' = 0 

E questa è l' equazione delle velocità virtuali applicata alle forze 
P, P'. P", P"'t i cui punti di applicazione soggiacciono agli sposta- 
menti A, A',— A", — A'" compatibili colle condizioni del sistema. 

139. Per un fluido incompressibile ed omogeneo, animalo da 
forze quali si vogliano, e in equilibrio, ha luogo parimente un' 
equazione analoga a quella del principio delle velocità virtuali; 
ma uou si può dimostrarne la suisislenza, quando non si cono- 
scano quali sono i moti minimi compatibili colle condizioni di 
questi sistemi che devono rimanere incompressibili e continui. 

Fi;. 9 Supponiamo a tale oggetto che m rappresenti una molecula di 
un liquido in equilibrio corrispondente alle coordinate x, y, z, ed 
immaginiamo impresso a tutta la massa liquida un tal moto 
minimo, che sia compatibile colla di lui natura, e figuriamoci 
che la molecula m passi in m', mentre la molecula m' passa in 
m", questa in m'", e cosi di seguito. 
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Bisguardando 11 punto materiale m come il centro di gravi- 
tà di un minimo velo fluido da normale ad mm's= d», che effet- 
tuato lo spostamento infinitesimo passa in n'n' diventando d(o-^rda); 
e considerando il velo fluido d[o-t-da) come una minima arca 
rhe passa nella posizione n"n" ec, potrà immaginarsi il moto del 
fluido raccolto entro lo spazio iN'A'nn, come effettualo entro un 
recipiente a pareti stabili la cui capacità interna corrisponda alla 
figura del filamento fluido formalo da tanti strali flui- 

di, che vanno, nell’ Idealo spostamento minimo, ad occupare suc- 
cessivamente gli uni i posti abbandonali dagli altri. 

Ma per la continuità del liquido che si considera conviene, 
che i volumi nnn'n', n'n'n"n'* ec„ siano eguali tra loro; dovrà 
perciò essere costante il prodotto pdads, e quindi si avrà, deno- 
tando con À una costante, 

fdadt=A 

la quale equazione dovendosi verificare per ciascun filamento in 
cui si possa suddividere il liquido colla regola prescritta , racchiu- 
derà in se la condizione della incompressibilità e della continui- 
tà del liquido medesimo. 

Nel §. (i?7) si trovò per condizione di equilibrio di un li- 
quido r equazione 

dp = p[Xdx -t- Ydy Zdz) = pSds 

nella quale il dp si riferisce alla differenza di pressione fra due 
punti vicinissimi quali si vogliano di una massa fluida. 

Si potrà essa moltiplicare per la quantità costante dads ; e si 
otterrà dp . dads = pSds . dads ed integrando 

dù)ds .p=s J Spds)ds.ds -t- Cost 

e determinando la costante in guisa che questo integrale si esten- 
da fra le superfìcie libere iVA', iViV, ove si contradistinguano le 
quantità con lettere accentate sarebbe 

p"dfi)"ds" — p'da'ds' = jj Spdsda . ds. 

Evidentemente p"da"ds", e — p'da'ds’ rappresentano i momen- 
ti virtuali delle due pressioni superficiali, ed jSfdsda.ds espri- 
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me la somma dei momenti virtaali delle fone motrici che ani- 
mano gli elementi di massa pdsdu, e a cui sono impressi gli spo- 
stamenti ds. 

140. Si potrebbe integrare la soprascritta formula anche ri- 
spetto a (fu; ed indicando con S il simbolo integrale corrispon- 
dente (che generalmente parlando rappresenterà un integrai du- 
plo) si avrà 

lp"da"ds"— Ip'du'ds' =2/ Spdsd^ds 

ossìa la somma di tutti i momenti virtuali delle pressioni super- 
ficiali deve eguagliare la somma di tutti i momenti virtuali del- 
le forze motrici sollecitanti i filamenti fluidi che costituiscono la 
data massa. 
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; 


CAPITOLO I. . 
Equazioni fondamentali del molo de' fluidi. 


141. Si riferisca una massa fluida continua io moto, a tre Fig. >u 
assi ortogonali fissi nello spazio, e si suppongano gli elementi 
di essa animati da forze acceleratrici quali si vogliano. Alla 
fine del tempo ( si prenda a considerare una molecula m del 
fluido , corrispondente alle coordinate x, y, z, e siano j), e p la 
pressione e la densità che hanno luogo per quell’ istante in quel 
dato punto. Trascorso il tempo ( + d/, si trovi la molecola mede» 
sima nel punto vicinissimo m', avendo percorso lo spazietlo dt, 
diagonale del parallelepipedo differenziale avente dx, dy, dz per 
lati. Detta E" la velocità di questa molecula alla flne del tempo 
I , ed u, V, to le sue componenti parallele agli assi, si avrà evi- 
dentemente 


(«) 




!'• = u* -t- f • -H tc*. 


V 


il 

dt 




di 

u> = 

• — 


dt 

*h‘ 



U?=s ^ T- 

di ' 

ds 


142. La pressione, la densità, la velocità del fluido cainbianu 
nello stesso istante da luogo a luogo , e cambiano nello stesso luo- 
go al variar del tempo , sicché si devono considerare come fun- 
zioni delle coordinale , e del tempo. Variando le loro espressioni 
sollanto rispetto al tempo si avranno gli aumenti o i decrcii.cnii 
loro nello stesso punto dello spazio in due intervalli successivi 
di tempo; e variando le espressioni medesime rispetto alle coor- 
dinate sollanto, si avranno le diflerenze di queste quantità cor- 
rispondenti , nel medesimo istante, a due punti vicinissimi delia 
massa fluida. 

Se dunque la molecula m è trascorsa in m' nel tempo dt, per 
ottenere la densità , la pressione e la velocità corrispondenti a 

5 
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questa stessa molecula dopo rbe ha percorso il suddetto spazio ds, 
converrà agitiungere ai valori di p, p, V, ti, v, w, i loro difTeren- 
ziali completi presi rispetto al tempo e rispetto alle coordinate, 
i quali differenziali si indicheranno col simbolo S ; c però si avrà 

»o= • 

se si conviene di rappresentare con dp la variazione di p rispet- 
to alle sole coordinale. Analogamente poi si potrà scrivere 

sy=^^'^dt-hdV 

5u=>(J^^dl-h du, = ^dlH- di', Stc=^2'^dl-^- dw 



dalle ultime delle quali combinale colle (a) si dedurrà 



dt \di J ^</xy V'Ir/ 

Svr fàm'\ /àrr\ /drr\ 


143. Immaginiamo ora che a lutti i punti della massa fluida 
siano respettivamente impresse delle velocità — Ju, — Se, — Sw, 
contrarie ed eguali agli aumenti di velocità Su, Sr, Sic che hanno 
per ciascuna di esse veramente luogo in virtù delle forze acce- 
leratrici impresse, e dipendentemente dalla natura del sistema che 
deve restar continuo. Per il teorema di d' Alembert (3/. 312.) il 
sistema dovrà essere in equilibrio quando a tutte le forze motri- 
ci corrispondenti alle componenti rettangolari A', F, Z delle forze 
accelcratrici impresse si aggiungano le forze motrici corrispon- 
denti alle 

du dtr 

*j/’ A* l/T* 


Bicliiamando dunque i principj stabiliti nell’ Idrostatica (§. 23.], 
si avranno le tre equazioni seguenti relative ad una porzione qual- 
sivoglia della massa fluida in molo, di forma, grandezza e si- 
tuazione arbitrai ia 
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I ' JJJ^X'-^^^y/d'xWd'z'==JJpd'zd:y 

JJJ^Z' — ’^y'tfx'd'y'd'z' =fj pd'yd'x 

nelle quali il prodotto d'x'd'y'd'z' indirà il volume di un elemen* 
lo qualunque del fluido, che in generale può essere dilTercnte dal 
parallelepipedo dilTerenziale dxdydz, i cui tali dx,dy, dz sono gli 
spazietti percorsi nel tempo dt dalla molecola m parallelamente 
agli assi. 

Quantunque nelle (e) come nelle (1) del §. 23. dovessero es- 
sere negativi i secondi membri , quando veramente rappresentas- 
sero le somme delle pressioni superficiali prese fra i limiti con- 
venuti nel §. 22, pure per invertirne i limiti riducendoli identici 
à quelli del primo membro, in cui siasi effettuata una prima in- 
tegrazione, fa d’ uopo tenerli positivi. E in conseguenza di un tal 
cangiamento di segno gli integrali ' 

JJpd'zd’y, Jfpd'xd’z, fj pd'yd'x 

rappresenteranno le somme delle pressioni superficiali decomposte 
n seconda dei prolungamenti degli assi dalla parte delle coordi- 
nate negative. 

144. Ammesse queste convenzioni , cd osservando die le sud- 
dette equazioni devono sussistere indipendentemente dai limiti de- 
gli integrali , con ragionamenti analoghi a quelli di cui ci siamo 
valsi nel §. 24. potremo dedurre, differenziando, le seguenti 



Sommando queste equazioni, dopo averle moltiplicate respet- 
tivamente per gli aumenti indeterminati arbitrar] d'x, d'y, d'z 
si otterrebbe 
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(i4) -d'p t= Xd'* -+- Yd'y ■+■ Zd's — Su^ — — iv^ 
in cui si indica con 

d’P = (g) d'x+ (j^yy+ (-)<*'* 

il differenziale della pressione indipendente dal tempo, e relativo al 
passaggio dal punto tn che ha per coordinate x, y , z, ad un'altro 
punto qualunque m" vicinissimo ad esso e corrispondente alle 
coordinale x-hd'x, y-hd'y, z-hd'z, il quale ultimo punto non 
sarà, generalmente parlando, situato sulla traiettoria realmente de- 
scritta dal primo. 

Questa equazione deve rappresentare la contemporanea esisten- 
za delle (/■), e perciò in esse deve potersi decomporre; e a tale 
condizione è soddisfatto quando sia possibile il ritrovare per p 
una funzione di x , y , z, il cui differenziale completo relativo a 
queste variabili sia il secondo membro della (^4) suddetta molti- 
plicata per p i e quindi delle equazioni di condizione che lo ridu- 
cano integrabile rispetto ad x, y, z potranno per ciò solo esser 
sostituite alle (/']. 

145. Evidentemente chiamando d'a la distanza mm", e indican- 
do con F la risultante delle forze X, Y, Z diretta secondo la retta 
f, e con T la sua componente parallela a d'a avremo [M. 231.) 

Fd'f=s T<d<<j=Xd'x + Yd'y -¥■ Zd'z 

e siccome {il. Kola III.) 

I Jb iv dx y dx •J*’ dx y* 

— -, -5 ^ i=«-r r eos.rx 

di Ul di di di dt di r 

, 3„ sydr y.dr gydr , 

! — -7 -I C 08 .rX 

\!3] j d! dt di dt di dt di r 

I d/'dt. ydt 3y di f'i — 

f = — - -a = — -r-i cos.ra 

[ dt ut dt dt di dt dt r 

dove r rappresenta il raggio d’ osculo della trajettoria corrispon- 
dente alla molecula »« ; cosi sarà facile ridurre la {A) alla seguen- 
te forma 
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quando si avverta che chiamando d*i la projeaione di d'a sulla 
traiettoria si ha 

^d'x ■+■ %à'y-¥ Y*d'z = d'(7COS.iff => d'$ , 
ds ds ^ OS 

e indicando con d*r la projeaione di d*ff sul raggio d' osculo del- 
la trajelloria medesima 

«fascos-raf-f- d'ycos.ry •+• d'xcos.rz==d'ffcoSk(7r=ad'r 

146. Alla (A) si può dare ancora un’altra forma, per mcaao 
della quale appariranno più facilmente alcune singolari proprietà 
della medesima. 

Sostituendovi infatti P®*" ^ ^ ^ • valori tratti dalle [d) , e 
aggiungendovi e togliendovi i termini seguenti 

Con facile riduzione essa trasformasi nella 

-[C5)-(e) ][*-"'’] 

-[(S)-C^) ][-»-*] • 

147. Se invece di moltiplicare le (f) per i differenziali indipen- 
denti d'x,d'y,d'z, si fossero moltiplicale per gli spazielti dx,dy,ds 
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percorsi dalla molccula m nel tempo di , e poscia si fossero som- 
mate, si sarebbe ottenuta un' equazione analoga alla (A), la quale, 

essendo — = u, ~s=tv, si potrebbe scrivere 

(B) ~p ; 


e in questa te differenze indipendenti dal tempo si riferiscono ai 
punto m ed al punto m’ situato nella linea dai primo percorsa. 
Osservando che 

Xdx -f- Ydy -f- Zdz = Tds = Fdf 


6 ii5ii -t- tSv ■+■ icSw e= V8V = 1 V -+- VdV 

si potrà anche trasformare nelle seguenti 


(B') 


Fdt-r (^y-nr 
±=Td,-(^)d,-nr 


che si sarebbero immediatamente dedotte dalla (d') ponendovi 
d’r=0 e d'assds. 

Parimente si può scrivere la {B) come appresso 
(B") ^ = Xdx + Ydy -f- + 

“ C 

la quale ben si vede altro non essere che la (A") in cui si ponga 


d'x — dxt=iudl, d'y=dy =avdl, d'z=:dz=uxlt 


148. Una qualunque delle (d), che da se sola basta a rappre- 
sentare la contemporanea esistenza delle [f], si chiama equazio- 
ne delle forze sollecitanti. Si chiamerò parimente con tal nome una 
qualunque delle (B) ; ma perchè si possa decomporre nelle {f) con- 
viene supporvi sempre inclusa la condizione che i differenziali in 
essa contenuti non siano totalmente indipendenti tra loro, ma ben- 
sì relativi a due punti della trajeltoria descritta dalla data mo- 
lecuta 
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149. Quando il fluido che si considera è incompressibile ed 
omogeneo la densità p sarà una costante data, e perciò restereb- 
bero da determinarsi i valori di p, u, v, w relativi ad una mole- 
cula e ad un istante qualunque, per potere con una successiva in- 
legraiione assegnare la posiiione della molecola stessa in un 
epoca qualsivoglia mediante l' espressioni finite delle coordinate 
della medesima in funzione dei tempo. Ha le (f) essendo in nu- 
mero di tre non bastano ad una tal determinazione. 

Se il fluido è compressibile ed elastico aumenta il numero 
dell’ incognite, restando da determinarsi la f>; ma crescono ancora 
le equazioni avendosi (§. 101.) 

(C) pf=kp{l‘^-ci6)t=nmp', 

sicché tanto nell'uno quanto nell* altro caso è necessario, per ri- 
solvere compiutamente il problema , rintracciare un' altra equa- 
zione fra le proposte quantità; e facilmente essa si dedurrà esprì- 
mendo analiticamente la natura dei moti possibili al sistema che 
prendiamo ad esame, i quali moti non devono in alcun modo in- 
terrompere la di lui continuità. 

lóO. Si immagini perciò lo spazio, occupato dal fluido in moto, 
diviso in tanti spazietti parallelepipedi rettangoli permeabili pie- 
namente al fluido medesimo, e determinati da tante linee rette 
fisse che possiamo idear condotte parallelamente ai tre dati assi 
ortogonali. 

Abbia uno di questi parallelepipedi fissi un angolo triedro coin- 
cidente colla più volte nominata molecula tn, che alla fine del tem- 
po ( corrisponde alle coordinale x, y, z, e siano d'x, d'y, d'z, i 
tre lati sopra i quali un tal parallelepipedo immaginasi realmente 
costruito. Se nel punto m alla fine del tempo ( vi corrisponde la 
densità p, e alla fine del tempo ( -h di, nel medesimo punto dello 
spazio la densità è divenuta 



ne concluderemo che la massa del fluido contenuto nello spazio 
|*arallelepipedo d'xd'yd’z ha subito nel tempo dt la variazione 
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3 (i'xd'yd'z di. 

Ma questa variazione può calcolarsi anche In altro modo. Infatti 
nel moto avvenuto alla massa fluida continua nel tempo dt, tutte 
le molecole che traversano il parallelepìpedo d^xd'yd'z, avranno 
una velocità e una direzione infinitamente poco differente tra loro, 
per cui generalmente parlando il fluido sarà entrato per tre fac- 
cie del parallelepipedo medesimo, mentre contemporaneaménte ne 
sarà uscita un’ altra porzione per le faccie opposte. E poiché nei 
caso che si contempla la direzione e la velocità di queste mole- 
cule pochissimo differiscono dalla direzione e dalla velocità della 
molecula situala in m alia fine del tempo (, cosi il fluido sarà en- 
tralo per le tre faccie d'xd'y, d'xd'z, dìzd'y che passano pel 
punto m, e sarà uscito per quelle che ad esse sono respetliva- 
mente opposte. 

Entrando dunque il fluido per la faccia d'xd'y con velocità 
te parallela alle % si potrà considerare espressa da tedi la lun- 
ghezza degli spazietti percorsi nel tempo dt da ciascuna molecu- 
la s'tuata nulla faccia medesima nel senso delle z ; onde la massa 
di .fluido entrata, valutata come un parallelepipedo oblìquiangolo 
avente d'xd'y per base, wdl per altezza, sarà espressa da éPxcPyptodi. 
La Diassa poi uscita per l' opposta faccia nello stesso tempuscolo 

di sarà indicata dalla quantità d'xd'y Q>u>-+- ^^^^d'zdl^, onde 

la differenza fra il fluido entrato e quello uscito sarà 

— d'xd'yd'sdt. 

Rispetto alle altre faccie si concluderà analogamente, che 

— * 

rappresentano la differenza fra il fluido entrato per due di esse, 
e quello uscito dalb; altre che sono loro rcspcitivamenle opposte. 

Dunque la variazione totale della, massa fluida avvenuta nello 
spazio fisso d'xd'i/il'z nel tempo di , sarà eguale ancora alla 
somma di queste tre parziali differenze; cioè a •. 
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ParapoDando questa espressione con quella della variazione me- 
desima valutata nel primo modo si otterrà la seguente equazione 

che chiamasi della continuità ; ed è la quinta equazione che uni- 
tamente alle [f) ed alla [C) serve nei fluidi compressibili ed ela- 
stici a determinare le cinque incognite del problema. 

Quando il fluido è incompressibile ed omogeneo sarà p una 
quantità costante rispetto al tempo e rispetto alle coordinate, onde 
la (0) si ridurrà alla 

e questa combinata colle (/ ] servirà a determinare le quattro in- 
cognite p,u^v,w in funzione delle coordinate e del tempo. 

151. Ma l’equazione che esprime analiticamente la natura del 
sistema può anche ottenersi sott’ altra forma, che in alcuni casi 
speciali prestasi più facilmente all' integrazione. 

Si richiamino a tal uopo le considerazioni, e le denomina- 
zioni del §. 138; e si osservi che se indica un filamento 

fluido tale, che le molecole situate nell’asse Mmm'tn’ÌU' vanno 
nel tempo di successivo a t ad occupare l' una il posto del- 
r altra, mentre le sezioni trasversali prendono la posizione, e 
la figura delle successive, per la continuità della massa fluida con- 
tenuta in questo filamento, convieae che nello spazio compreso 

tra le due sezioni trasversali qualsivoglia du, e d (-(». 

la densità abbia variato nel tempuscolo di in correlazione della 
massa entrata per la sezione a considerata come fissa, e di quella 

uscita per la sezione d -h parimente risguardata im- 

mobile nello spazio. 

Ma la massa aumentata non è che il volume compreso tra te 
due descritte sezioni moltiplicato per f aumento della densità av- 


F'g- 9 
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venuto net tempo dt, ossìa do4'$ dt ; c questi deve eguagliare 
la diflerenza fra la massa di due prismi di fluido aventi respetliva- 
mente le basi da, ® > le altezze Vdt, e 

e le densità o, e p + d's', la quale diflerenza sara 

perciò 



Dovrà dunque aversi la seguente 

(«■) 


che sta a rappresentare la [D). 

Quando il fluido è incompressibile ed omogeneo sì ha p co* 
stante e perù la trovala equazione si riduce a 


(^0 



dalla quale deducesi rd 2 je=i^(<); laonde la quantità Vda per un 
dato fliamento sarà soltanto funzione del tempo e potrà ritenersi 
costante in uno stesso istante per tutta l' estensione del filamento 
medesimo- 

152. Continuando nell' ipotesi che il fluido che si considera sia 
incompressibile, e p una quantità costante, il primo membro del- 
la (^], diverrà un differenziale completo rispetto alle coordinate. 
E lo sarà pure se il fluido è compressibile ed elastico, poiché si 
ha generalmente p espresso per p ; e perciò si potrà scrivere 

iTp 

— = d'P , essendo P una funzione di p, e quindi 


p \dxj \dz p \d// ^ \df )' p \dzj ‘ 

In ambedue le ipòtesi adunque, il secondo membro dell'e- 
quazione medesima dovrà essere parimente un differenziale com- 
pleto rispetto alle coordinate. Ma poiché il termine Fd'f=tXd'x-h 
Yd'y ■+■ Zd'z lo è da se solo quando le componenti X, Y, Z derivano 
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da attrazioni o ripulsioni verso centri fissi in funzione delle di- 
stanze {M, 174); così converrà che sia un differenziale completo il 
trinomio 


— d!x -h — d'y -H — d'z, 

dt ^ dt dt ’ 


ossia i termini dcir(d") che vi corrispondono, e che non sono 
altro che una trasformazione del trinomio suddetto. Ma fra que- 
sti termini il primo , cioè d* ^ ** ~*~ *^ ^ "^ ^ » è già un differenziale 
esatto; e perciò lo dovranno essere anche gli altri, vale a dire 


(E)( 

( -"[G^)-(D] («»''»— ^0- 

E i criterii di integrabilità di questo polinomio terranno luogo 
delle (f). 

153. Esiste un caso estesissimo in cui questa quantità è real- 
mente un differenziale completo rispetto alle coordinate, ed è quan- 
do il trinomio 


(F) ud'x ■+- l'd’y 4 - tod'z 

è da se solo un differenziale completo, talché possa considerarsi 
eguale , a 



c k una funzione di x,y,z e f. 

Infatti ammessa una tale supposizione i crilerj di integrabilità 
della formula (F) devono essere soddisfatti, e però si avrà 
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con che si annullaDO tutti i terniini della [E) racchiusi fra paren- 
tesi quadre e rimane soltanto 


^d{u(Tx 


© ‘‘'a + ©)'<'«= 


dt 


Sì ridurrà dunque la (il'] alla seguente 


(G) 


d-Pc=Fdr-— -d'(- 


che integrata rispetto ad x, y, z, ritenendo il tempo ( costante, som- 
ministra 


(B) 



<K0 JiXd'x + Yd’y + Zd'zy- (_) 

in cui la rappresenta una funzione arbitraria del tempo, che 
tien luogo della costante. 

154. Da quanto si è detto facile è il convincersi che l' equa- 
zione (j 4) è integrabile quando il trinomio (F) è nn differenziale 
completo; ma la proposizione inversa non è sempre vera, poiché 
tante volte può non essere un differenziale esatto quando d' al- 
tronde siano soddisfatti i criteri! di integrabilità del secondo mem- 
bro della medesima. Anzi vedremo in seguito un esempio in cui 
si riscontra l'esposta particolarità. 

Allorché si verifìca l' integrabilità del trinomio (F), e però può 
ottenersi la [H), la [D] cioè l'equazione della continuità prende 
una forma più semplice; poiché avvertendo alle (h) essa diviene 


(/) 




e trattandosi di fluidi incompressibili ne' quali deve risguardarsi p 
costante , si semplifica tanto più riduccndosi alla seguente 
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<'■) (S)-C^)-(rO=<> 

155. Questa è una equazione di second' ordine a differenze par^ 
ziali e dalla quale, conoseendo il metodo di integrarla, si potrebbe 
ottenere un’ espressione finita di i in x, j^, z e ( , che indichere- 
mo con 


ie=ay (a!, y, z, I). 


Prendendo quindi le derivate parziali di una tal funzione ri- 
spetto ad X, y, z, ed avvertendo alle [h), che corrispondono alle (f), 
si otterrebbero i valori seguenti 



da mi si ricava i’ intensità e la direzione della velocità di una 
qualsivoglia mulecula io un istante qualunque. 

E finalmente traendo 11 valore di = (^) , si dedurreb- 
be dalia (yl) r espressione di P ìa x,y, z e t, contenente delle fun- 
zioni arbitrarie da determinarsi; e con questa sarebbe nota la 
pressione corrispondente alla molecula suddetta. 

Ma per ora l’analisi non è tanto avanzata da somministrar 
mezzi onde giungere ad integrare generalmente le equazioni (/) 
ed (/'}; e soltanto in alcuni casi speciali è possibile ottenerne delle 
espressioni finite di k, mediante le quali procedere si possa alla 
soliizioue completa di alcuni particolari problemi di Idrodinamica- 

156. I ragionamenti istituiti sulle (4] possono ripetersi sulle 
{B) e si vedrà che esse pure sono integrabili parzialmente ogni 
qualvolta il trinomio sia un diflerenziale completo. Anzi osser- 
vando le [B'] ci assicureremo che. la vera condizione della loro in- 
tegrabilità riducasi a dover essere una funzione di s, ed in 
tale ipotesi si potrà ottenere per P il seguente valore 


m 


P=‘C+jTds---j{^).ls 

=c+jFdr-^-j(;'^)ds 
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E in questa equazione converrà avvertire che allorquando per 
alcune spedalità del problema fosse noto per ciascuna molecula 
la natura della linea s, considerando un sol filamento fluido qua- 
le è stato superiormente descritto, sarebbe C una funzione arbi- 
traria del tempo , e gli integrali si dovrebbero estendere rispetto 
agli archi di questa linea data $. Ma se una tal linea non è co- 
gnita e si voglia che la [H') appartenga a una molecula qualsivo- 
glia di un filamento qualunque, evidentemente la C sarà una funzio- 
ne della 1 non solo, ma ancora delle altre quantità che sono rima- 
ste costanti nell'integrazione parziale che si è fatta della [B]\ per 
cui questa quantità C sarà una funzione del tempo, variabile da 
filamento a filamento, e da molecula a molecola. 

157. Ritornando alle equazioni [A) cd avendo osservato che 
se ne rende possibile l’integrazione quando il trinomio 

[F) ud'x -h vd'y -f- wd'z 

è un differenziale esatto, gioverà rintracciare quando, e come 
realmente possa esser tale. Ma prima di tutto sarà conveniente 
il dimostrare che se in qualche istante del molo esso lo è, cosi 
si conserva anche per lutto il tempo successivo. 

Sia infatti il trinomio (F)=:d'A, differenziale completo rispetto 
ad x , , z alla fine del tempo t. Dopo il tempo ( di esso sa- 

rà diventato 

tuHx -+■ vd'y-^ wd'z-h (^)d'x -i- (jjd'y -h C^)d'z 

E da questa forma chiaramente apparisce che dopo il tempo 
t ■+■ di esso conservasi differenziale completo rispetto alle varia- 
bili medesime. Ripetendo lo stesso ragionamento per tutti gli istan- 
ti successivi si verrebbe a provare che prosegue ad esserlo per 
tutto il tempo del moto. 

Fa d’uopo però considerare che l’esposta dimostrazione ha 
luogo soltanto nell’ipotesi che il valore di A sia tale da potersi 
sviluppare secondo le |»olenze crescenti, intere e positive del di 
quando in esso si ponga invece di t, l-hdl; come pure quando 
per i valori di u, v, w espressi per t non e in difetto il teore- 
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ma del Taylor applicalo allo sviluppo delle funzioni medesime in 
serie ordinale per gli incremeuli iuleri, e positivi di (. 

Salvo dunque il raso in cui non si avverasse questa circo* 
stanza, non solo si può ammellcrc la csaltezza della esposta di- 
mostrazione ma di più si può anche provare la proposizione In- 
versa cioè: che allorquando io qualche istante dei molo il suddet- 
to trinomio non è diflercnziale esatto non potrà mai divenirlo. 
Ed invero se per un dato valore di t tale apparisce, lo do- 
vrebbe essere sempre stato anteriormente e ognor lo sarebbe in 
seguito. 

158. Da lutto ciò rendesi palese che in generale, quando al 
principio del moto, il trinomio (F) è un differenziale esalto lo sarà 
ancora per tutta la durata del moto medesimo. Il che avverrà in 
mollissimi casi dei quali qui sotto esporremo alcuni dei più fre- 
quenti. 

Primieramente quando il mobile parte dalla quiete senza verun 
impulso iniziale; |)ercbè in tal caso si ha u = c = tc = 0 quando 
(csO. Sarà dunque per questo istante il trinomio udx-i-vdy-^-wdz, 
integrabile; e tale in conseguenza si manterrà nel movimento 
successivo. 

Secondariamente quando le velocità iniziali sono prodotte da 
nn impulso qualunque esercitato sopra la superficie di un fluido 
che preventivamente trovavasi in quiete. Ed infatti rappresentando 
con u, V, te le velocità iniziali parallele agli assi , prodotte da que- 
sta spinta superficiale ad una molecula qualunque della massa flui- 
da corrispondente alle coordinate x,y,z; ed immaginando a que- 
sta non che alle altre molecole tutte della massa stessa impresse 
delle velocità — u, — r, — tc eguali c contrarie a quelle che cia- 
scuna di esse realmente aveva concepitone! primo istante del molo; 
vi dovrà essere equilibrio tra l'Impulso esercilato alla superficie, e 
le forze corrispondenti alle soprascritte velocità — u, — r, — tc. Dun- 
que per quanto si disse al §. 26. , dovrà essere — udx — rJy — tcdz 
un differenziale esatto rispetto alle coordinate , e però tale si man- 
terrà anche in appresso. 

1.59. Occorre non di rado di determinare la figura della su- 
perficie libera dei fluidi in molo, supponendola non premuta, o 
.sottoposta ad una pressione costante per tutta la sua estensione, 
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ma però variabile al variar del tempo. É facile il vedere che 
una tale superflcie sarà gencralmcote rappresentata dalla equa- 
sione d‘p=sO; la quale, sostituendovi per d'p i valori tratti dal- 
la (i) o dalla (ii'], si trasforma o nell’ una o nell' altra delle due 
seguenti : 

(K) (j- 1) (y-'-:) iv- (z-iy.^0 

[K’) rj'ff — IH d'* — — d' rr= 0 

E nel caso che il trinomio (f) sia un differenziale esatto, avverten- 
do alla (G) potrà anche ridursi alla 

(A") A’dYld'^’-d'(^;) = 0 

Queste equazioni integrate che fossero rappresenterebbero, dipen- 
dentemente dalle infinite forme e dai diversi valori che si potrebbero 
attribuire alle funzioni arbitrarie del tempo in esse introdotto, un* 
infinità di superficie tracciate anche nell' interno del fluido, va- 
riabili da istante ad istante di figura e posizione, ma per tutta 
r estensione delle quali sarebbe la contemporanea pressione uni- 
forme. Perchè dunque appartenessero solamente alla superficie li- 
bera bisognerebbe determinare a dovere queste funzioni arbitrarie. 

160 . È cosa essenzialissima, ma oltremodo scabrosa, l’ assegna- 
re rigorosamente la forma di si fatte funzioni che non solo ap- 
pariscono nell' integrazione deH’cquazioni appartenenti alle super- 
ficie libere, ma ben anche nell'integrazione delle equazioni fon- 
damentali dell' idrodinamica, quelle cioè delle forze sollecitanti e 
della continuità. Nè da altro può dipartirsi per raggiungere que- 
sto scopo fuorché dalla conoscenza dello stalo iniziale del fluido 
e dall' ammettere certe condizioni relative alle sue superflcie. 

Nel movimento di un fluido spesso è concesso supporre che 
i punti di esso che si trovano a un’ epoca determinala sopra una 
parete fissa a mobile, o alla superficie libera del fluido medesi- 
mo, rimangano sopra questa |)arete o in questa superficie per tut- 
to il tempo del molo. Quando una tale condizione è ammissibile 
ecco in qual modo essa può esprimersi analiticamente. 


Digitized by Google 


81 

Ifil. Rappresemi f{l, x, y. :) = 0 I’ equazione di uua jyiperfi- 
cie fissa, o variabile di fl|;iira e posizione, la quale alla fin^ del 
tempo ( passa per la molecola m del fluido, corrispondente alle* 
coordinate x. y, s- Perchè la stessa molecola si trovi dopo un 
tempo qualunque nella medesima superficie, è d'uopo che le coor- 
dinate che determinano la posizione della molecola stessa per un 
qualsiasi altro valore di ( soddisfacciano alla medesima equazio- 
ne fs=0. Dovrà dunque sussistere quest'equazione per tutti i va- 
lori del tempo contenuto in essa esplicitamente, o implicitamente, 
in quanto che le coordinate x, y, z della molecula m, che deve 
rimaner sulla superficie stessa, sono pur esse funzioni del tempo. 
Avrà quindi luogo la sua derivata presa rispetto al tempo, cioè 
la seguente 

che equivale alla 

A questa stessa equazione di condizione giungere si poteva con 
considerazioni diverse. Infatti il dilTeronziale completo dell' equa- 
zione f=0 sarebbe 

ed X -H d'x , y -h d'y , X -t- d's 

rappresenterebbero le coordinate di un punto m" qualunque pros- 
simo ad m, situato alla fine del tempo t ■+• di sulla superficie che 
passava per m alla fine del tempo t, e la quale nel tempuscolo 
di ha cangiato figura e posizione. Ma perchè la molecula m" 
sìa precisamente quella stessa che trovavasi precedentemente io 
m, conviene che d'x, d'y, d'z siano realmente gli spazietti udì, 
vdl, iodi dalla molecula medesima percorsi; onde, per introdurre 
nella trovata equazione la richiesta condizione, converrà sostituir- 
vi i suddetti valori, e però si otterrà la precedente 

162. Se la superficie su cui la molecula del fluido è obbligala a 
rimanere è una parete fissa, la /'sO noti conterrà più il tempo 

6 
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esplicitameole, e in conseguenza avendosi © =0, l'equazione 
di condizione si ridurrà alla seguente 

Sostituendo per u, v, u> i loro valori FcosJ'x, Fcos.Fy, fcos-Fj, 
ed osservando che 

! 

== XcosJVx = Xcos.^ C^O ~ 

quando si faccia X = -+■ C^O ’ * 


mi N la normale alla superficie rappresentata dalia fs=s 0 nel 
punto dalle coordinate x, y, 2 , si otterrà 

cos.^^ cos.Nx -i-co8.Fy cos..Vy -t- cos.t^ cos.Ì^=0 

da cui cos.iVF=iO, ed iVV=90° 


Da questo risultamento rilevasi che la velocità di ciascheduna 
molecula adiacente alla parete fissa deve essere tangente alla di 
lei superficie; ed infatti una tal condizione è necessaria, e bastan- 
te perchè la molecula m non si stacchi giammai dalla parete fissa , 
ed altro non faccia che strisciare luogo la medesima. 

163. La superficie libera, generalmente parlando, è tutta egual- 
mente premuta, e la di lei uniforme pressione non cangia al va- 
riar del tempo. Talvolta però conservando per tutta la sua esten- 
sione eguaglianza di pressione, questa cangia di valore col tem- 
po; ed in tal caso l'espressione di p relativa alla superficie li- 
bera sarebbe indipendente dalle coordinate della medesima, ma 
soltanto si dovrebbe risguardare come una funzione F(t) del tem- 
po; quindi la di lei equazione sarebbe data dalla 

(if) p-F(0 = O 

Se si vuole introdurre nel problema la condizione che le mo- 
lecole che si trovano in un dato istante alla superficie libera deb- 
bano r^nanervi per tulio il seguilo del molo, converrà operare 
sull' equazione (.1/) come si è fallo sulla /'ss 0, e dedurne la [L], 
che nel caso nostro diventa 
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e questa dovrà coesistere colla {M], la quale poi d’ altronde 
coinciderà colle integrali delle equazioni del §.159 che appartengo- 
no alla superfìcie libera medesima. 

16L Allorché il fluido in movimento é contenuto da r<*ci- 
pienti di determinala figura, è di non poco vantaggio il saper in- 
dagare > quando esista, la posizione e l'intensità della risultante 
delle pressioni che dal fluido medesimo sono esercitale parzial- 
mente contro le pareti del recipiente. Questa ricerca è total- 
mente analoga a quella che ci siamo proposti nella Idrostatica 
relativamente alle pressioni esercitate contro le superfìcie piane 
o curve da fluidi in quiete; e però le stesse formule possono ser- 
virci anche nel ce!>o attuale, purché in esse si metta per p il va- 
lore della pressione relativo ai fluidi in movimento. Accaderà 
qui pure talvolta che le pressioni contro una superfìcie curva non 
ammettano una risultante unica; ma si potrà sempre determina- 
re un sistema di due forze , che produrrebbero lo stesso effetto 
di tutte le pressioni. 

165. Se poi si volessero conoscere gli sforzi esercitati dal flui- 
do contro tutta l'interna superfìcie del recipiente incoi si muo- 
ve, le equazioni («-) le quali non convengono soltanto a una por- 
zione indeterminata del fluido, ma ben anche all’ intera massa 
del medesimo, potranno servirci a riconoscere le componenti or- 
togonali di questi sforzi. 

E veramente gli integrali J Jptizdy, fjpdxdz, J fpdxily con- 
tenuti nelle dette equazioni, estesi a tutta la superfìcie del flui- 
do, rappresenterebbero le somme, parallele agli assi, delle pressioni 
esercitate contro la superfìcie stessa dall' infuori all' indentro, ma 
prese negativamente; il che vai quanto dire che esprimono le 
componenti ortogonali delle pressioni tutte esercitate dai fluido 
centro lo pareti de' vasi che lo contengono. 

Chiaro quindi apparisce che gli sforzi che dal fluido si ope- 
rano contro il recipiente a seconda degli assi, altro non sono che 
le somme di tutte le componenti delle forze motrici corrispon- 
denti alle velocità estinte parallelamente agli assi medesimi. K 
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questo risultamenlo coincide con quanto si dedusse generalmente 
dal principio di D' Alembert nelle lezioni di Meccanica, parlan> 
do del moto dei sistemi in generale. 

CAPITOLO II. 


{Del principio delle forze cttv. 


ini). Le equazioni [ff] e (a') del Capitolo precedente, applicale 
ai fluidi incompressibili , ci offrono il mezzo di dimostrare per 
essi il principio delle forze vive. Infatti l’integrazione della (a') 
rispetto ad $ ci somministra Vd(Hc=f[t), rappresentando con ({l) 
una funzione del tempo cbe in un istante determinato rimane co- 



la {B') diventa 


r* 

p = pC -hpJTds — p— — 



ds 


e questa potremo moltiplicarla per la quantità Fdadtsssd$dee,ìn 
quale per essere costante rispetto al simbolo integrale che si ri- 
ferisce al filamento s, può essere posta sotto il simbolo mede- 
simo. Si avrà perciò, facendo pCdods=s F{t) 

(a) pduda c=z F{t) jTpdads . ds — V'—J pdadtdt 

Se p'da'ds', p”dùt"ds" sono i valori di pdads ai limiti degli in- 
tegrali, comprendendovi anche il caso in cui questi limiti siano 
gli estremi del filamento s che va da uno ad un altro punto della 
superficie esteriore del fluido, otterremo 


p"dit"ds" — p'du'ds'sss:^^" Tpd(àds.ds-+-- '^^" ¥'• — — J'j -'^pdadtds 


E se osserviamo che allorquando i limiti dell' integrale va- 
riano col tempo si ha 



pdu'ds»V'^—pdi>'ds'r^ 




p«)lreuio scrivere la trovala equazione nel modo seguente 
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/rf. ff'v^pdud$\ 

(/5) p"da"ds" — p'dé>'d$’= / ' Todvds.ds — ~ — ^dt. 

Questa ci dimostra che i momenti virtuali delle pressioni e- 
streroe p" e p' della porzione di filamento fluido che si conside- 
ra, eguagliano la somma dei momenti virtuali di tutte le forze 
motriri rhe ne animano gli elementi, diminuita della semisomma 
delle variazioni di forza viva che hanno avuto luogo nella por- 
zione medesima di filamento, nel tempuscolo dt. 

167. Siccome la sezione qualunque dcj si è presa normale al- Fig. n 
r asse .WmJU' del filamento, così estendendo gli integrali fino alla 
superficie esteriore, se questa non incontra I' asse del filamento 

ad angolo retto, ma bensì ad un angolo i, le sezioni du', da" non 
saranno respettivamente le A'A'=d6", ma piuttosto le 

NB = dù>', ^'Ir=•d'J’. 

La pressione contro 1' elemento superficiale NN verrà dunque 
espressa da p'd6\ ed essendo normale alla superficie di' sarà in- 
clinata alla direzione del molo dell’angolo i; quindi il suo mo- 
mento virtuale si esprimerà con p'cos.idi'ds'. Ma d6'=acos.ida', 
dunque questo momento eguaglierà ancora p'du'ds'. Nello stesso 
modo si troverebbe p"du"d»" :=p''d6"ds"cos.i'. 

168. Se con 1 si indica un simbolo somma torio relativo a 
lutti i filamenti fluidi che costituiscono la massa liquida in mo- 
to, si otterrà 


„ /d. I/V^pdcds\ 

2.(p"d«"ds"— p'da'ds')=2. /, Tpdads.dg—l J 

=1. JfTpdad$Àg—l. V‘” 


di 


dove il primo membro rappresenta la somma dei momenti vir- 
tuali, positivi o negativi di tutte le pressioni superficiali, e i se- 
condi. esprimono la somma dei momenti virtuali delle forze mo- 
triri che animano gli elementi della data massa, diminuita della 
s<‘misomma delle forze vive acquistate o perdute dalla massa me- 
desima nel tempo dt. 
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CAPITOLO 111. 

Del molo lineare in generale. 

169. Per quanto siasi setnplirirala con diverse trnsfonnazioni 
r equazione della continuità, pure non sembra che in generale 
pivssa dedursi da essa una completa soluzione del problema del 
molo do' liquidi compressibili ed incompressibili animati da forze 
qiialsivogliano. 

Talvolta però, per alcune particolarità del problema, si cono-^ 
scc preventivamente la direzione del molo di una o più mole- 
cnle, cioè le trajettorie dalle medesime descritte, ed allora non di 
rado assegnar si possono per esse la velocità, la pressione, e la 
densità in un tempo determinalo. 

170. .Allorquando i fluidi si muovono entro recipienti di con- 
veniente grandezza e figura è permesso con più o meno appros- 
simazione di risguardarli come composti da una serie infinita di 
strali compresa da tante sezioni vicinissime normali ad una data 
linea che chiamasi direttrice , perchè parallelamente ad essa si in- 
tende diretta la velocità pressoché eguale di tutte le molecule si- 
tuale nelle singole sezioni. 

Si suppone parimente che la pressione, e la densità siano uni- ' 
formi per tutta l'estensione di ciascun strato compreso fra due 
consecutive sezioni. 

Se ben si osserva la natura di questo movimento ipotetico, 
facile è accorgersi quanto sia analogo a quello che si considerò 
nel filamento fluido descritto al §, (151^; e non altra differenza 
si riscontrerà fuorché quella che risulta dall’ampiezza della se- 
zione trasversale del filamento, che allora supponevasi infinitesi- 
ma cd eguale a du, e nel caso attuale altro non è che la sezio- 
ne finita del vaso normale alla direttrice, la quale sezione pos- 
siamo indicare con u. 

Perciò 1' equazione della continnità cioè la (0') diverrà per il 
descritto movimento, che chiamasi lineare 

<■1 ■ 

esprimendo con da un elemento della direttrice la cut lunghezza 
variabile si indicherà con <r. 
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L* equazione delle forze sollecitanti applicata poscia alle ino» 
iecule che scorrono lungo la direttrice sarebbe la seguente 

( 2 ) P=/j=.C + JTd,-!l-j(^)d, 

che Per I' ammessa ipotesi dee convenire alle molecule tutte si- 
tuate sulla sezione trasversale a corrispondente al punto della di- 
rettrice che si considera. 

171. Quantunque le (1) e (2) siansi dedotte con lutto il rigore 
dalle equazioni generali dimostrate nel Capitolo L°. pure non cre- 
do totalmente privo di utilità il giungere direttamente alle equa- 
zioni medesime partendosi semplicemente dalia considerazione del- 
la natura del moto ipotetico ebe prendiamo attualmente in esame 
Rappresenti NNN'N' un vaso entro cui un fluido si muove di 
moto lineare seguendo la direttrice MmM'. Si consideri il punto 
m corrispondente alla fine del tempo ( all’arco Mmsssa della di- 
rettrice, e si chiami u la sezione normale nn. Ponendo tnm'=sd'a, 
la massa fluida contenuta in quest’epoca fra le sezioni nn'ed 
n'n' sarà (K.>d'a, Se alla fine del tempo t + dt sono passale que- 
ste due sezioni respeitivamente in p/x, e in stessa massa 

pad'a dovrà essere contenuta tra le medesime nella nuova situa- 
zione che hanno preso. Converrà dunque che il volume fra esse 
compreso alla fine del tempo t-hdl, moltiplicato per la corri- 
spondente densità, eguagli tuttavia pud'a. 

Per stabilire una tale equazione si osservi che 

mp = d(j = Fdt , m'jx’ “ ^ ^ ( *^) ’ 

nifi' = d'ff d'a^dt 

onde fi/i' = ^ dt + 1 ^ d'ff, 

e che il prodotto pa corrispondente alla fine del tempo ( -f- di al 
punto fi diventa 

^ (¥)* + (^ ) 

r 

per essere a costante rispetto al tempo. Si potrà dunque porre 

/.s,d'.=(^'2, +.(:^)rdi -f ^ (^)di ) (^(^Qd’,di^u'a^ 


Fig. i3 
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da cui trascurando i termini che contengono inOnitesimi di ordini 
superiori , si trae l’ equazione (1) superiormente scritta. 

172. Rispetto poi all* equazione (2) essa risulta dal considerare 
una porzione prismatica dello strato nnn'n' avente nim’ per asse 
e una base qualunque Infatti il volume di un tal prismetlo 
sari fid'a, la forza impressa parallelamente alla direttrice, T[ipd'G\ 
la forza perduta corrispondentemente all’ aumento attuale di velo- 

cita, la differenza delle pressioni contro le due basi 


e però si avrà 

Che divisa per fiod'a, e moltiplicata per da=Vdl ci sommi- 
nistra dopo r integrazione la (2). Si potrebbe poi impunemente 
porre fra gli stessi limiti JTda = JTd'a indicando con d'o, un au- 
mento indeterminato dalla direttrice, purché fosse dello stesso 
segno del da, e così la (2) si ridurrebbe alla 


( 2'1 




dove r integrazione si etTctlua lungo la direttrice nel senso del 


molo. 

Se invece l’ integrazione avesse luogo nel senso della diret- 
trice ma in contrario verso al movimento, il d'a dovrebbe ave- 
re un segno diverso del da e perciò si avrebbe 

p=c- nt,-^ + JQ^y<’ 

173. Le equazioni (1) e (2) si rendono di un uso ancor più 
facile quando si applicano ai fluidi incompressibili, imperocché 
la (1) culla supposizione di p costante si trasforma nella 



il cui integrale è 


( 3 ) 

e la (2) nella 

(4) i = 

Prima perù di discutere queste ultime equazioni conviene sl.r- 
bilire parecchie denominazioni che contribuiranno a rcnilcae più 
agevole l’ intelligenza di quanto siamo per esporre. 
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174. Rappresenti LLL'V un recipiente terminato da superficie 
continue entro cui un fluido imcompressibile possa scorrere di 
moto lineare seguendo la direttrice AìB. Siano m , ed m' le se- 
zioni del vaso normali alla direttrice corrispondenti alla su- 
prema ed infima del liquido, e quindi variabili col tempo; u ed 
u' due sezioni qualunque del vaso fatte esse pure normalmente 
alla direttrice nello spazio occupato dal fluido; n l'area di una 
simile sezione determinata del vaso, che può essere l’ inferiore. 

Essendo A e B due punti fissi della direttrice, ritenendo il 
moto diretto da d in J?, e quindi calcolandosi gli archi della di- 
rettrice medesima dal punto A a venire verso B, pongasi 

dir =17, da.= IT,, ds=s, ds' = s' 

B7=X B(t. = X., Bs=t, Bs'=r. 


Si denotino finalmente con F e F le velocità alle sezioni a ei a, 
e con p, p, le pressioni corrispondenti; con ^ /f'' le velocità alle 
sezioni estreme m ed m' del fluido ove hanno luogo le pressio- 
ni 71, e con U la velocità che corrisponderebbe alla sezione 
infima del vaso n, quando anche per essa scorresse il liquido, man- 
tenendosi continuo; per cui si avrà 


( 5 ) 






di’ 

(U 


175. Evidentemente la (3) che vale per nna sezione qualun- 
que ci somministra 


(.5') nV=:7aV=a.r,=mfr=2m'ff'’—f{t] 

da cui si trae a : u, :: V, : F 

e perciò si concluderà che le ampiezze delle sezioni sono inver- 
samente proporzionali alle corrispondenti velocità del fluido che 
passa per esse. Facile ancora sarà il dedurre dalle medesime la se- 
guente 

(6) nUdl = mdi = — mdl=m'd»'='j>da= — eie. 

176. Ripigliando ora la (4), estendendone gli integrali dalla se- 
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zione 0 alla a„ ed iodicando con A ed A, le altezze coi sono do> 
vule le velocità e V„ si otterrà 

177. Moltiplicandola invece per la quantità pads, costante ri- 
spello al simbolo J, e posto Cpada=C', ne trarremo 

p0Ìrs=sC'-h fTpadaéPa — p^atda— J ^^^padffd'a- 
Ed estendendo I' integrale dalla sezione m alla m' si avrà 

ì*s' 

TT'm'ds'—TTmdsss: j Td'<r.paia-\ pmd*— — pm'di' 

cioè 


f d f‘ —pad'a\ 

(7) Vm'd»' — ‘7rmds=3 J’ Td'a.pada — ^ * ‘df 

in cui si legge I’ enunciato del principio delle forze vivei poiché 
ben si vede che i momenti virtuali delle pressioni estreme rr e “tt' 
esercitate alle superficie estreme m ed m' unitamente ai momenti 
delle forze motrici che animano parallelamente alla direttrice lutti 
gli strali componenti la massa fluida, egualiano in un dato istante 
la variazione avvenuta alla semisomma delle forze vive degli strati 
medesimi nel tempuscolo dt. Questo Interessante teorema poteva 
immediatamente dedursi da quello del §. (166). Qualora si fossero 
estesi gli integrali soltanto fra le due sezioni w e <»i,si sarebbe 
ottenuto 

/ d fj'—oad'<s\ 

p,'j},dci, — jKìda— J'’’'Td'(3p0d<s — ^ J dt 

178 Siccome 1’ equazione (4) deve verificarsi altresì per le 
sezioni estreme m, ni', se ne dedurranno le due seguenti 
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Esprìmendo le velocità tutte in funzione della sola V me- 
diante le (5'), osservando che per essere n, ed u indipendenti dal 
tempo si ha 

/dr\ n 
\ di y u \ y * 

e tqsliendo dal simbolo integrale che si riferisce soltanto agli ar- 

/'dU\ dU 

chi della direttrice le quantità n, e t ^ j — otterremo 

P ir , "*t^* /■ • ' ^ dU d'rr 

"1 J * V'»'* "V dtj ^ « 

da cui, posto 

ed eliminando il sì ricava 

dt 

(12) p=jr -t- — 2^ Jt ^ J^t‘ 

n’tP// 1 I \ J I I \ 

? a "**y 

179. Quando si conosca il volume A del fluido, e sia nota la 
figura del vaso e della direttrice, le sezioni m ed m' saranno fun- 
zioni rispettivamente di s ed s'; e poiché il dato volume del li- 
quido è rappresentato dall’integrale deflnito^y^'wd'ff, così si otter- 


rà l’equazione At 




<7 che somministra una relazione fra 


a ed s', e perciò le sezioni m ed m' potranno considerarsi come 
funzioni della sola s. Lo stesso si dica degli integrali definiti 


l’e- 


/ s» r^'d'fr 

Td'a, e / ^ — che sono funzioni de’ limiti loro, per cui 

quazìone (11), sostituendovi per di il suo valore tratto dalle (5) 
lioé 

, m4s 
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diverrà un equazione differenziale fra i ed V, mediante la quale 
si dovrà assegnare il valore di una di queste quantità espressa 
per r altra. Ripigliando quindi la (133 facile sarà I' ottenere V 
espresso per (, da cui se ne dedurrà la velocità in una sezione 
qualunque in funzione del tempo . e la situazione della superfìrie 
suprema del fluido in un istante determinato. 

IRÒ. La (10] servirà poscia ad assegnare il valore della pres- 
sione per una sezione s> corrispondente ad un qualsivoglia arco 
a della direttrice. Che se il valore di p tratto dalla medesima re- 
sultasse negativo, converrebbe concludere che gli strali fluidi ten- 
dono a separarsi gli uni dagli altri nonché dalle pareti del vaso; 
e però le equazioni soprascritte, desunte dall’ ipotesi che il liquido 
sia obbligalo a scorrere in massa continua entro il recipiente 
dato, non sarebbero più adattate a rappresentare il movimento 
che esso realmente concepisce. 

181. Il metodo generale indicato al $. (165] per determinare 
gli sforzi operati contro il recipiente dal fluido che per esso si 
muove, si potrà applicare anche al raso presente; giacché qui 
pure le somme delle componenti delle forze motrici perdute dal 
fluido parallelamente agli assi, eguaglieranno le componenti ret- 
tangolari de' richiesti sforzi . cioè delle pressioni tutte esercitate 
dal fluido in moto contro le faccie interne del recipiente. 

Riferendo quindi il sistema a tre assi ortogonali, indicando 
le coordinale dei punti s, a, ed s' respettivamente con x\y\z\ x,y,z 
ed x",y",z"\ con Fcos.fx, Fcos.fy , Feos^z le componenti ret- 
tangole degli sforzi; con dpssafuda la massa costante di uno stra- 
to fluido che passa per una sezione qualunque nel tempuscolo di; 
e ponendo finalmente 

dx - dy dt 

COS.OC= , COS.fi =» -j- , COS.V t= — 

«tj * do ' «T 

si avrà 

( Fros.rjc= / 

(1 4] .j Feos J ^ V— , 

/ Fcos.^=/(z-Ìi^>)d,. 
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t82. Osservando che V= — , che n è costante, che V varia 

solo al variar del tempo, e che cos.st, cos./3, cos .7 sono indipendenti 
dal tempo, e cangiano soltanto da punto a punto della direttrice, 
si otterrà 


cn%.t 

7t 


dir a 

— cos.x-Ht« 

dt u 




Sostituendo questo e gli analoghi valori ne'la (14), ed integran- 
do dalla sezione m alla sezione tn' , cioè da un estremo all' al- 
tro della massa fluida, e rappresentando con A, B, C ed A\ B\ C 
i valori degli angoli a, /3, 7 corrispondenti a questi estremi, a- 
vremo 


/ FcO&fx=aj 



f,n^U^ ( 

f 

COA. A\ 




m ) 

(15) ^ Fcosfyxsj 



pn^U^{ 


coi.y?\ 

^ m' 

m ) 

( FcOS.fz=a j 


■z')- 

pn^V^i 

f cm C 

rnt c\ 

\J7T~ 

m ) 


183. Tutte le trovale formule, sostituendovi in luogo di m, 
n ec., dii, dm, dn ec., converrebbero anche al moto di un fluido 
incompressibile considerato ne'varii filamenti descritti nel §. 151., 
a sezione infinitesima variabile per gradi continui, imperocché le 
equazioni che racchiudono le leggi dell'uno e l'altro movimento, 
sono della stessa forma; il che vai quanto dire, perche il moto 
per i singoli sottilissimi filamenti deve considerarsi come lineare. 


CAPITOLO III. 


Del molo di un fluido incompressibile in un vaso 
semplice inesauslo. 

184. Chiamansi semplici o continui que' vasi , in cui le succes- 
sive sezioni trasversali cangiano di ampiezza per gradi insensi- 
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bili, seguendo cioè la legge di continuila; si dicono poi com- 
posi! o discorUinui quei recipienti in cui le successive sezioni tra- 
sversali cangiano di grandezza saltuariamente. Ne‘ primi il limi- 
te del rapporto fra due consecutive sezioni ha per valore l'uni- 
tà, e la sezione longitudinale di essi è terminala lateralmente da 
linee continue; ne' secondi invece queste linee sono discontinue. 

Quando un fluido grave muovasi per un vaso continuo sim- 
metrico intorno ad un asse verticale l'esperienza dimostra am- 
missibile r ipotesi del moto lineare; e poiché in tal ca.so la di- 
rettrice è una retta verticale, cosi gli strati fluidi che I’ uno al- 
r altro si succedono saranno tutti paralleli ed orizzontali. Coloro 
che ammettono il moto lineare soltanto in circosUinze analoghe 
a queste, sogliono anche denominarlo molo a strati paralleli. 

185. .Scorra dunque un liquido grave entro un recipiente ad 
asse verticale sgorgando dall' infima sezione orizzontale n con ve- 
locità pros^imamente parallele all’asse. Di più si supponga che 
agli strati superiori del liquido che vanno abbassandosi, successi- 
vamente subentrino altri strati eguali ed animati dalle stes.se 
velocità; con che si verrà a mantenere costante la distanza tra il 
livello supremo del liquido e la sezione inferiore. 

Tenute le denominazioni dell' antecedente capitolo, e di più 
detta g la gravità ; assunto I' asse del vaso per asse delle s volto 
dall'alto al basso, e indicata con ^ la distanza tra la sezione su- 
prema e r infima, avremo evidentemente 


m'=:n, ^’^Tà'a =/: ,pd'zs=p^ i=a costanle, 

Jyd'7=>Jl.gdz^g{z-z'), 

e però le (10), (11), e (12) si ridurranno alle seguenti 

' ' p P ^ dt J t! <■> 

ir ” — ir y, / I i \ ndU fZ d't 

( 6 ) J _ 

(c) p = ;:-t-2(7t' — tt) — + — 2') + 


p<iV7> 
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186. Risolvendo la (6) rispetto a dt e ponendo per brevità 
otterremo 

adU 

* b + clP’ 

dalla integrazione della quale si potrà ricavare il valore di t espres- 
so per D, e viceversa. 

Nell’ applicazione di questa formula conviene però distinguere 
tre casi; cioè quando c è positivo, zero, o negativo; che corri- 
spondono all’essere tn^n, m=>n, m^n. 

187. Nel primo caso integrando in guisa che allorquando l = 0 
sia Vs=sO, avremo 

tsa^arc. (lang. = l^Y/^^ . ed V=s^-ìaagX—t 
dalle quali si scorge che la velocità U cresce rapidissimamente 
col tempo, diventando infinita quando 5^4=— =90”. 


188. Nel secondo caso quando c=;0 si avrà 

w — *' „ 

a Q 

ts=s-V, ossia V=~ 

0 


n 

J O 0> 


che ci mostrano la velocità crescere proporzionalmente al tempo; 
per cui potremo asserire che il liquido sgorga dalla sezione in- 
fima di moto uniformemente accelerato. 

Se le pressioni esteriori alle sezioni estreme fossero eguali, si 


avrebbe n = n', onde U=a 





; e se il vaso è prismatico 


U=gt, per cui l’ accelerazione dell’ efflusso sarà dovuta alla sola 
gravità. 

189. Venendo finalmente al caso in cui e è negativo, che è il 
più facile ad incontrarsi nelle applicazioni, ponendo y= — c = 

1 — — , e =s 2,718282, ed integrando in guisa che a ( = 0 cor- 
risponda t/ = 0 si avrà 
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da cui ponendo 


n 

l == — ^ log. 

tyhy 


y/b—U\/y 



si Oli iene 


Questa espressione, facendovi rcsaO, riducesi alla forma 

U 

ma determinandone il valore coi noti metodi si trova per U lo 
stesso valore del paragrafo precedente. 

190, Allorché la sezione suprema m supera notabilmente la 

inflma n, il numero — è piccolissimo, e però y è pochissimo 

differente dall’ unità. E se l'altezza ^ è considerabile, generalmente 
parlando, a sarà piccolissimo in confronto di 6, e però k sarà 
un numero grande e ben presto, col crescere del tempo, 1' unità 

9ki 

potrà trascurarsi in confronto di e ‘ . Quindi il valore della 
velocità si accosterà al limite 


» 

senza però giungervi mai rigorosamente. 

Se le pressioni estreme nei:' sono eguali, il valore di que- 
sto limile diventa 



Dunque, facendo astrazione dai primi momenti dell* efHiisso , 
il moto del fluido è uniforme, e la sua velocità è quella stessa 

che si dedurrebbe dall' equazione (h\ ponendovi ^ b=s 0 ; suppo* 

ut 
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neodovi cioè il moto ridotto a stalo permanente, e in conseguenza 
invariabile col tem)K> la velodità dell' efflusso 

Il trovato valore della velocità fondalo sull' ipotesi di m mollo 
grande io confronto di n, contiene soltanto I' altezza ^ del fluido 

al di sopra dell’ infima sezione, ed il rapporto - tra quest' ul- 

m 

lima sezione e la suprema. €be se m fosse tanto ampio in con- 
fronto di n che il numero si rendesse trascurabile rispetto al- 

m* • 


r unità , allora la celerità dell' efflusso verrebbe data dalla fòr- 
mula semplicissima 

(ff) y/^ . 


sicché sarebbe dovuta soltanto all' altezza dell' acqua sovrain- 
combenle. 

191. É utile il determinare la quantità d'acqua che sorte dal* 
r infima sezione del vaso in un tempo (, la quale quantità suole 
chiamarsi portata. A tale oggetlt) si osservi che avendo supposto 
che tutte le molecule sortano dal recipiente con velocità eguali e 
prossimamente parallele all'asse, in un tempuscolo di sgorgherà 
un prisma di liquido avente Uit per altezza ed n per base; onde, 
indicandone con dq la massa, si avrà dq s= hoUcU ; e quindi 

q= nf Vdl 

rappresenterà la massa liquida sgorgata dal principio dell' efflusso 
fino alla fine del tempo t che si considera. Sostituendo io questa 
espressione il valore di U tratto dalla (c] ed integrando si otterrà 


7 = y log. 

ed estendendo l' integrale in guisa che a ( = 0 corrisponda q=0 
W ?=^npIog-7 «“"**)• 

Alla fine di un certo tempo si potrà trascurare il secondo 
esponenziale rispetto al primo, e si avrà semplicemente 


9=%/-.npi— ^ np log.2 
V 7 y 


ossia 


7 


Digilized by Google 



98 



Il primo termine è la massa che corrisponderebbe all’ efflus- 
so costante dovuto alla velocità Anale [f); ma la vera massa 
sgorgata è più piccola, perchè al principio dell'efflusso il valore 
variabile di 1/ è minore di questa velocità Anale. 

192. Se ora ci proporremo di assegnare l' intensità della pres- 
sione in una sezione qualunque, converrà sostituire nella (a] e 
nella (c) il valore di V superiormente trovato: e chiamando h cd 
H le altezze cui sarebbero dovute le velocità Y ^ ÌV relative 
alle superAcie ^ ed tn, la (a) potrà ridursi alla seguente 

(A) p=>Tr + gp(z—z'}—gp{h—ff}— 

il qual valore, quando l'efflusso è ridotto a stato permanente per 
dU 

cui si abbia ^ =a 0, ci dimostra che in una sezione qualunque 

G), la pressione è misurata dalla pressione superAciale accresciuta 
del peso di un prisma di liquido, avente per altezza la profon- 
dità della sezione che si considera dal supremo livello, diminuita 
della diAerenza fra le altezze cui sono dovute le velocità della 
sezione u e della sezione superiore. 

193. Se Analmente assegnar si volessero le intensità degli sfor- 
zi che sopporta il recipiente nel senso dei tre assi ortogonali, 
tenute ferme le denominazioni del $. 181 si ftvrebbe pel caso che 
ora contempliamo 

s"— s' = f, *"_x'=0, y"— y'=0, 
cos.i4'= cos. il t=s COS.B* = COS.B s=s 0 , 

COS.C' = COS.C = 1 , 

JZdtiz=igp J ud<j=P, 

chiamando P il peso di lutto il liquido contenuto nel vaso; onde 
se ne dovrà concludere 
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Fcos.fx = 0, Fcosfy — 0 
/’C0S.^=P-P» ^ ?_ (i - 9 . 

E quando il moto è ridotto a stato permanente 
Fcos.fz =aP — 0 - U*(m — n) = P — 2pg? . 

' • m ' ' ' rn-i-n 

Dalle quali espressioni si scorge che il vaso non sostiene altro 
sforzo fuorché nel senso verticale, distruggendosi scambievolmente 
le componenti orizzontali delle pressioni. 

Se la sezione infima è piccolissima in confronto della supre- 
ma, si otterrà semplicemente 

Feos./" * = P — 2pgZ n : 

cioè, lo sforzo esercitato dal fluido contro il vaso nel senso del- 
r asse verticale, eguaglia il |>c;io del fluido stesso , diminuito del 
doppio peso della colonna pri>matica liquida insistente stilla se- 
zione dello sbocco. 

194. Tutto ciò che si è detto dal 185 al 192 è tuttavia ap- 
plicabile al moto de' liquidi gravi per tubi strettissimi, curvilinei, 
inesausti, e culla sezione dello sbocco comunque inclinata all'o- 
rizzonte, perchè in essi può supporsi il moto lineare. Soltanto si 
avverta che nei valori di 1. ed ^ non si potrà sostituire al d'?, 

il «fz, ma converrà invece porvi d'c;=: , rappresentando con 

y r angolo variabile che forma 1' asse del filamento colla verti- 
cale. Annullandosi però i termini che contengono questi integrali 
quando il moto è ridotto permanente, i valori della velocità finale 
costante dell’ efflusso saranno identici a quelli trovali. La misura 
poi degli sforzi che sostengono codesti tubetti parallelamente agli 
assi si calcolerà colle formule del §. 182 come ne vedremo in se- 
guilo degli esempi. 

195. Premesse queste considerazioni non è quindi malagevole 
r applicazione delle esposte teorìe al moto de' lir.uidf gravi per 
vasi semplici, inesausti, non simmetrici intorno ad un asse, e col 
piano della sezione dello sbocco ìndlnalo comunque alla verticale. 
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Suppongasi da prima che il piano della luce infima sia ver- 
ticale, e se ne indichi al solito con n I’ ampiezza. Quando il re- 
cipiente sia alimentato con afflusso perenne di nuovo liquido, in 
guisa che il supremo livello non si abbassi, si potrà immaginare 
I' efflusso per la sezione n come se avesse luogo per tanti tu- 
betti fissi, entro cui scorrono dei filamenti fluidi aventi dn per 
sezione intima e dm per sezione suprema; nè sarà lungi dal vero 

il supporre il rapporto ~ non molto diverso dal rapporto 

A tutto rigore non possiamo asserire che la superficie supre* 
ma, in questo genere di movimento, rimanga orizzontale, perchè 
la natura di una tal superficie deve essere determinata dalla con- 
dizione che per essa la pressione s'a costante ed eguale a x E 
a ciò in generale non può soddisfarsi nel moto a filamenti cur- 
vilinei con una superficie piana orizzontale; poiché i filamenti 
curvi che si trovano più verso la convessità risentono, per causa 
della forza cciilrifugn , una pressione n aggiore di quella che sof- 
frono i filamenti situati verso la concavità; e quindi l'altezza del 

dn 

liquido che loro immediatamente sovrasta , ed il rapporto ~ , 

devono essere tali da poter dar luogo ad un aumento di pres- 
sione che contrabilanci quello dovuto alla forza centrifuga. Senza 
però entrate in ulteriori dettagli sù lale diflìcile argomento, farò 
soltanto osservacela prova del nostro asserto, che I’ equazione 
{K) ^ 159 della superficie libera, postovi X = 0, YsO, Z=>g, 
e ridotto il muto a stato permanente, diventa 


ossia 


d. 


Ul 


■a , d f d.f'cnt.y\ 

-J'x + — -dV-(^s 5-)''- = " 


la quale rappresenta in generale una superficie curva, quando 
«, 7 sono angoli variabili da molecula a molecola, cioè quan- 

do i filamenti fluidi sono diversamente incurvati rispetto agli assi. 

Ma allorché si faccia astrazione dalla velocità delle molecule 
nel senso orizzontale pur cui sia cos.xt=a0, cos.(^ = 0, essasi 
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ridurrà a d'z = 0, equazione rlie appartiene ad una superficie 
piana orizzontale. In tutti qli altri casi la superficie suprema 
deve essere tale che la di lei normale coinrida culla direzione 

~df' 

della risultante della gravità , della forza acceleratrice —— , e 


r» 

della forza centrifuga — , relative alla roolecula che si prende 

ad esame, e però non può essere un piano orizzontale. 

196. Tutte le esposte considerazioni ci portano quindi a con- 
cludere che il liquido sgorga dalla sezione n con velocità diversa 
per ciascun suo elemento dn, dipendentemente dalla forma del 
filamento percorso, e dipendentemente dall'altezza C del liquido 
che le sovrasta, la quale altezza è differente per i differenti fila- 
menti. Tna delle trovate espressioni di f/ eonvenientemente scelta 
soinminìstrerehhe per einsriino di essi la velocità dell’ efflusso nei 
varii casi in cui il moto suppongasi variabile o permanente, e se- 

fin , 

condo che il rapporto — e comparabile, o no, coll’unità. 


Per ottenere In quantità d' acqua che sbocca dalla sezione n 
nel tempuscolo di, che indicheremo con Iwsterà integra- 

re la formula Vdndl rispetto all' area della sezione medesima, c 
si avrà 


197. Se si esprime con H 1’ altezza media cioè quell’ altezza 
cui sarebbe dovuta la velocità V, colla quale il liquido dovreb- 
be uscire da tutta la sezione n perchè nel tempo di ne sgorgasse 
tanto quanto realmente ne sbocca dall’ arca medesima ma ani- 
mato da difTerenti velocità ne’ suoi elementi, otterremo 

i-\ f ri’j j it iJOiitt' 

[!) L,n= [Ldn, ed //= 

Per determinare la portata in un tempo t converreblie integrare il 
valore di ^^^dt rispetto a t, e si avreblie 

(t) <f = jdtj l'dii -=nj V,dì ; 
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e allorché il molo è ridotto a stato permanente, essendo V, co- 
stante, una tale espressione riducesi a 

7 = t f Vdn = lV,n . 

198. Tolte queste forinulc si ralroleranno ponendovi per i 
competenti valori; ma per ora limitandoci all' ipotesi del moto 

pel-manente, e della piccolezza del rapporto intaccia al- 


l'unità risulterà (190.) 


;i') 


e se irt=Tr', 



199. Condotto per il punto supremo h' della luce n un asse 
orizzontale y/, ed un asse verticale /l'p, che può prolungarsi fino 
ad incontrare in A il supremo livello, e posto Ah'=sh\ e delta 
M l'ascissa verticale dell'elemento dn che si considera, si potrà 
fare // = à'- 4 - p,, e e se à' è molto grande in con- 

fronto di p, e di p. si determinerà il valore di p„ cioè la pro- 
fondità sotto A' del punto della sezione n che corrisponderebbe 
all' altezza media. 

Infatti in tale ipotesi sarà prossimamente 


VH=h’^ + \ e 

per cui dalla formula (!') si otterrà 


I 

L' ■> 


fiA’ ’ -t- - A' 


-A' 


pA' 


/pdn 




e qnindi 




f uAn 
n 


dal qual valore si rileva che V altezza media coincide colla di- 
stanza del centro di gravità della sezione n dal livello superiore 
del liquido. E però le formule che si trovarono al J. 190 rela- 
tive alla celerità dell' efflusso per una luce r» orizzontale, pic- 
cola in confronto della sezione suprema m , che ne dista del- 
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l’altezza verticale grande rispetto alle dimensioni di n, potranno 
anche servire per gli efflussi laterali da piccole luci il cui centro 
di figura sia ad una notabile profondità ^ dal supremo livello. 

Se il piano della luce fosse obhliquo con analogo calcolo si 
giungerebbe ai medesimi risultamenti. 

200. Proponiamoci ora di mostrare come applicar si possano 
ne’ vaij casi le formule con cui si calcola l’ altezza media ; e a 
tal uopo supponiamo che la sezione n sia simmetrica intorno al- 
r asse verticale Ah\ e che la linea che ne determina il contorno 
sia rappresentata dalla fÀs=sf[l^). 

Osservando che in tale ipotesi si ha dne=d(id^, e posto 
Ah=3k, ed h — h’=*k, si otterrà 





le quali generalmente parlando somministreranno, a integrazione 
compita, H in funzione di h ed h', ossia di à e à. Queste espres- 
sioni riducoDsi più semplici quando n = n'; ed infatti diventano 


(IP) 



201. Sia n una luce trapezoidale i cui lati obliqui abbiano 
per equazione rn P = «? -t- /3. Si indichino con 2a e 26 i lati pa- 
ralleli orizzontali ioferiore e superiore. Avremo 


a — b 


bh—ah' 

9 . 

k — k‘ 


sarà quindi 


(III) n. 


-( 0 - 6 ) 
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Se U base suprema è a fior d’acqua, cioè se si ha A' = 0 
riducesi ad 


fW '* /3<7-f-lA'\2 


202. Se la luce n è un rellaiiftolo a base orizzontale si avrà 
asssb, e perciò 


Hi 


e quando h'=0 


A— A' j 

B=- h. 


203. Se la n è un triangolo colla base orizzontale in basso, e 
il vertice in alto, il valore di H riducesi ad 


77= 


in 

225 


c se /i '=0 


.n s 3 


H=~h. 

25 


204. .Se (innlmente la luce n è un triangolo colla liase oriz- 
zontale in allo ed il vertice in basso 

5 5 ,3'’» 

2 h' -f- .3/1”— 


H = — 




e quando /i '=0 


a / 5 


Fig ,s 205. Se la figura della sezione dello sbocco fosse un circo- 
lo verticale di raggio a. e il cui rcniro rimanesse dislanle dal 
supremo livello della lunghezza k=h'-ha, indicando con 9 l’an- 
golo che forma un raggio qualunque neh rolla verticale, e rap- 
presentando con en = r una porzione qualsivoglia del raggio me- 
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dpstmo, si avrà dn = drd<p, e 5i=il/‘t=aà-+-rcog.iJ; onde le (ij si 
ridurranno alle seguenti 

F.oa- = 2 Jy^p Jyw ■+- rcos.^jrdr 

”1 ’ 

L ~ J 


ed 


Sviluppando in serie il radicale y/ 1 jcos. 9 , effettuando le in- 

tegrazioni fra i prescritti limiti , ed osservando che ^ cos.^pdp 
è nullo quando £ è un numero dispari, od eguale a 

tJ 3 5 7 e — 1 

7 ■ 4 ■ 6 ■ 8 ■ ' ■ S 


quando e è pari, si otterrà 


ed 




5 *♦ \ 

i . — ec. I 

ioj4 o4 / 

ec. ) 

IOS4 o4 / 


Si ricava per H un valore sotto forma finita quando ft'=0, 
e però k=a; ma senza trattenermi ulteriormente nel dimostrarlo, 
dirò piuttosto che si trova £f=0,922a, lasciando agli studiosi la 
cura di dedurlo compiendo l’integrazione. 

206. Talvolta I' efflusso non ha luogo in uno spazio libero, '® 
perchè il liquido ristagna ad un altezza costante contro la sezio- 
ne n dello sbocco. Se ciò accade, chiamando K la distanza AK 
tra il livello del liquido stagnante kk, e la superficie suprema 
ydyd , ed indicando con n' la parte di n che ha per altezza 
K — h, osserveremo che da' essa sorte il liquido liberamente 
con una velocità media che esprìmeremo con H', la quale dovrà 
calcolarsi supponendo itesa'. Ma in quanto alla sezione infe- 
riore sottoposta a ristagno, dettane n" l'ampiezza, e indicando 
con X distanza di un elemento qualunque di essa dal piano 
dell'acqua stagnante kk converrà calcolare l' altezza media facen- 
dovi n' = 7t -+■ E siccome la distanza dell' elemento che 
si considera dai livello supremo è ^ = cosi si otterrà 


« 
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dalla (I) V=\^2gk. Ridotto qoindi I’ efflusso a stato penna- 
neri le, si avrà la portata q in un tempo ( qualunque, espressa 
dalla formula 

q = [n'y/’IgH' -+- 

207 Se venisse proposto di determinare la pressione in un 
punto qualunque della massa fluida alla profondità z del livello 
supremo, siccome i valori di essa (194) involvono la conoscenza 
della forma dei filamenti percorsi dalia moiecula che si conside- 
ra , così è impossibile di assegnarne in generale, e rigorosamente 
il valore. Se però suppongasi il moto ridotto a stato permanente, 
spariranno i termini che contengono gli integrali definiti di- 
pendenti dalla figura dei filamenti medesimi, e si avrà sempli- 
cemente 

f> *■ Jn^\ 

p p dm^ J 

Quando il rapporto ~ è piccolisMmo , come già sempre si 

dm 

suppone, e allorché la sezione da è essa pure compararle a dm, 
e quindi grandissima rispetto a dn , avremo 


p=n •+■ ogz 


Se poi la sezione da fosse comparabile a dn, e si potesse sup- 
porre, con sufliciente approssimazione, ^ = -, si otterrebbe 


p 

P 


K 


n'V* 


r* 


= 1- jjz — ~ gz 


- + sK»-*) 

p 


indicando con k Y altezza a cui è dovuta la velocità F della mo- 
leciila presa ad esame. 

2118. A compimento della teoria degli efflussi laterali , di quelli 
cioè che hanno luogo per filamenti che sgorgano orizzontalmente 
da una luce il cui [fiano è verticale, restano a determinarsi i va- 
lori degli sforzi eserntati dal liquido in moto contro le pareti 
tulle del recipiente. E a tal uopo valendoci delle formule (15) 
del §. 182, prendendo l’asse delle x parallelo alla direzione oriz- 
zontale dell' efflusso , e considerando un unico filamento il cui 
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peso sia dP, e nel quale 11 moto sia ridotto a stato permanerne, 
si avrà 

cos..4'=l, cos.israO, cos.B=0, cos.B'=0, cos.C=l, cos-CessO 

onde ^ 

Fcos./iè= — fdnV* , Fcos fy=0 

Fcoi.fi=^dP-^r-^. 

E quando si possa supporre ^ otterrà semplicemente 
FcosJz = dP -h f - V^dn. 

209. Per determinare poi la totalità degli sforzi sostenuti dal 
vaso a seconda degli assi, converrà prendere la somma degli sforzi 
parziali esercitati contro ciascun filamento; e però si otterrà 

2.Fcos /■* =s — ■ pl.lPdn , 2. F cos/y= 0 
2.Fcos/ze=s P 

in cui il simbolo sommatorie 2 si riferisce a tutti i filamenti, e 
quindi a tutti gli elementi delle sezioni m ed n Conoscendo la figu- 
ra della sezione n, ed essendo noti i valori di V, si potrà facilmente 
calcolare 1' espressione 2.f/*dw che è contenuta nelle precedenti 
formule. Quando però 1’ orifizio n è alquanto distante dal livello 
supremo , sarà concesso tenere V costante ed eguale alla velocità 
media U , , e però lo sforzo verticale esercitato dall’ allo al basso 
sarà espresso da 

=sP-ir 2pgnH , 

m 

e quello orizzontale in senso contrario all’ efflusso sarà 
pnU,^=2pgnH. 

210. Se invece si calcolasse la velocità V, come dovuta alla 
distanza ? tra il centro di figura dell’orifizio, e il livello su- 
premo, (il che può farsi quando 1’ orifizio è piccolo, e a molta 

profondità) si potrebbe porre f'i=» ® quindi si ot- 

terrebbe * 
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Sforzo verlicale=P-i- 2ogn ^ — - 

/W — 

m* 

Sforzo orizzonlale «= 2pgn^ — — r . 

Se r orifìzio n è pirrolissitno quest' ultimo sforzo, rhe ordi- 
nariamente suole chiamarsi forza di reazione, riducesi a 2pgn^, 
cioè al pe-o di un prisma liquido avente n per base, e per al- 
tezza il doppio della distanza del centro dell'orifìzio dal livello 
supremo. 


C A P I T f) L 0 V. 

Del moto di un liqu'do grave in un recipiente che si ruota. 


211. .S{{or<;lil il liquido dal recipienle continuo ad asse verti- 
cale descritto nel §. ISó, e tenute le denominazioni dell' articolo 
medesimo, varranno le formule che ivi si sfjno stabilite dietro 
r ipotesi del moto lineare, e soltanto si dovrà in esse conside- 
rare la quantità ^ come variabile col tempo. 

Eliminando dunque dalla (6) il dt mediante la (1.3) del $. 178. 
che somininistra 


( 1 ) 


mds = — md!C = nUdt, 




e fatto A = — , si otterrà la sezuente equazione 

(2) Qdi;-^dh-t-hPdì; = 0 

in cui per brevità si è posto 


r=.— 


P'- ■ 

J o ^ 


^ n» 


5^ TT — IT 

C -I 

p<f 


y -; dj 

o u 


Molliplicando la (2) per l'esponenziale riducesi alla forma 

Qdt; J^‘^^-hd.hJ^^^ — 0. 

Dalla cui integrazione si trae 

h = cosi. — j 
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La collante coDlenula in questa equazione deve essere dcler- 
minala in mudo che la U, e in conseguenza la h, siano nulle quan- 
do = rappresentando con k l' altezza iniziale del liquido al 
di sopra della sezione infima n. 

212. La velocità U dell' efflusso, e I* altezza A a cui è dovuta 
essendo nulle quando l^ = k e quando ^ = 0, ne conseguita che 
per qualche valore intermedio di ^ avranno un valor massimo. 

Questo si otterrà ponendo ^ = 0 nella (2) che riducesi a 


Ph + Q — 0, e somministra 

( «* \ — ir 


213. Traendosi dalla (1) la 


(5) 


dl = 


— - 

np' k^/i 


si potrà da essa dedurre, coll’ integrazione, il tempo che impie- 
ga il liquido ad abbassarsi dell’altezza k — cioè 


( 6 ) 



— 

“VT 


e il tempo t dell' intero vuotamento del recipiente avrà per e- 
spressione 


(7) 


214. Il 



— 


valore di -r tratto dalla (.5] serve a determinare la 


velocità con cui si abbassa la superfìcie suprema ; e l' espressio- 
ne di k — ^ che potrebbe dedursi dalla (6) indicherebbe l'abbas- 
samento della superficie medesima in un tempo l. 

215. Volendo quindi conoscere la quantità di liquido sgor- 
gata nello stesso tempo t, evidentemente sarebbe somministrata da 



216. Per calcolare la pressione in una qualsivoglia sezione (a 
del vaso , valendoci al solito della formula (c) del §. 185, e 
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proseguendo ad indicare con I. ed S gli integrali f' —, ed 

J O V 

J\, 

s s 

(9) P = 7r+ £ (?:'— TT)— ^ — z')-4- 

» \Vn* m') L *>•”*” m * J 

217. A rintracciare finalmente gli sforzi sostenuti dal reci- 
piente in un istante qualunque del molo converrebbe ricorrere 
alle formule del $. 193., che ci farebbero conoscere che le compo- 
nenti orizzontali di codesti sforzi sono nulle, e che la compo- 
nente verticale rappresentala da F ha per valore 

( 10 ) 

nella quale espressione si dovrà porre per V,eé m quei va- 
lori che corrispondono all' istante medesimo, deducendoli dalle 
formule superiormente stabilite. 

218. Per dare un esempio dell’ applicazione dell'esposta teoria 
occupiamoci del moto di un liquido entro un vaso che si man- 
tiene prismatico verticale fino a pochissima distanza dall'ultima 
sezione, ma che poi si ripiega a guisa di conoide convergen- 
lissima, a superficie continua, e dalla cui infima sezione sgorga 
il liquido in direzione verticale. 

Quando dunque si trascuri la saetta della porzione di vaso 
conoidale in confronto dell' altezza si potrà considerare m co- 

stante, ed / — = /, — = , 

fou m fsci> m 

Supponendo ancora per maggior semplicilà -7rs=n',e posto 


-=3 risulterà 

it * 




e perciò la (2) Irasfurmerassi nella 

(11) ,S*rC- 4 -?i/h-H/i(l — /^i*)d? = 0 

e poiché e ■' - ,cosi si avrà 
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Determinando ta costante in guisa che ad fc = 0 corrisponda ?=* 


risulta 


(12) 

‘=sS-.0^ 

(13) 

'=\/— 

(14) 

T= i/e:- r— 

f' 

(15) 

p='jrH-pgià^l • 


= 7T-t-w(2 — *') 


— dC 




— </c 


L’ altezza ^ cui corrisponde la massima velocita dell efOus- 


80 Sara 

dalla quale si trae 

? = — 1) ed h=k^^^^—i) 

219. Quando la luce n sia piccolissima in confronto di m, ed 
abbiasi quindi |3» numero grandissimo , sviluppando questi valo- 
ri colle note serie relative agli esponenziali si troverà 

CU 

?«=* — ^>og{/3»— 1). ed h = k—. 

Dunque la massima velocità deU'efllusso ha luogo quando la 
superficie suprema si è abbassata del brevissimo tratto . 


e quando ne sarà uscita dalla luce n la quantità 

log.(,5>-l), Ti 
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dossa pure piccolissima, perchè il logaritmo di un aitissimo oume- 
ro e incomparabilmente minore del numero stesso. Possiamo dun- 
que in tale ipotesi tener per fermo, che la massima velocità 
deir efflusso ha luogo subito dopo i primi istanti del moto, ed è 
dovuta all’ altezza iniziale k. 

220. Alcuni integrali della (13) possono ottenersi sotto forma 
finita quando /3* è eguale ad 1, a 2 o a 3. Nel primo caso il 
vaso cilindrico è senza fondo, e però si ha 



da cui si trae 

t=\/lyTir^, e *— 

le quali espressioni ci rendono manifesto che il moto del fluido 
è perfettamente simile a quello di un corpo solido grave che cade 
nei vuoto. 

221. Suppongasi p’=2 ossia m = n\i'2, e si vedrà che l'e- 
spressione dell’ altezza A cui è dovuta la velocità deH’ efflusso 

O 

prende la forma ài ma determinandone il valoie coi noti me- 
todi , si ottiene per A la stessa espressione che si dedurrebbe dalla 
integrazione della (11) che in (ale ipotesi riducesi alla seguente 

2?d?-t-?dA — Ad?=0.- 

Moltiplicandola infatti per — rendasi integrabile e sommi- 
nistra 

2 log.? =^-(-cos(. 
e siccome cosl.=2log.A, così 

A=2?log.*- 



Ponendo ?=Ae , d? = — 4Ae WP 
risulta 
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t ^ d'F! 




perchè dimostrasi nella teoria degli integrali definiti , che essen- 
do T 3 il rapporto della circonferenza al diametro, si ha 


J- 


d'F=V'® 


Dunque il tempo del vuotamento del vaso è quello stesso che 

, , . 

impiegherebbe un pendolo semplice di lunghezza — a compiere 

tST 

una piccola oscillazione. 

La pressione contro una sezione a> alla profondità i— z' del 
livello supremo eguaglierebbe 

p = Tr J- oglog. Ì(z — z*) 

22 >. Pongasi finalmente /3^s=3 3, e si otterrà 

Si vuoterebbe quindi il vaso nel tempo stesso in cui un pendolo 
semplice di lunghezza - eseguirebbe una intera oscillazione. 


223. Ma il caso più ordinario è quello in cui — è uu nu- 

i: 

mero gran lissimo rispetto all’ unità; ed allora - essendo una 

frazione, 'Q k < =f- V'' sarà un numero picco- 
lissimo, e perciò prossimamente si avrà 





(16) 

" yi} 


ri7) 

n F f 

* ^ 



8 
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Dalla (16) e dalla (8) si traggono 


(18) 

m m* a 

(19) 

q=—mj]d^=,m[k—!;). 


La (18) ci dimostra che la discesa della superfìcie suprema , 
è uniformemente ritardata. Infatti confrontando questa formula con 
quella del §. 257. della Meccanica, si vedrà, che essendo 4 — ^ 

lo spazio percorso, — y2jìc è la velocità iniziale, ed ^ y la 

m tri* 

forza ritardatrice. 

Per la proprietà di questo molo , il tempo t del vuotamento 
del vaso deve essere doppio di quello che impiegherebbe il vaso 
stesso a vuotarsi se I’ efflusso fosse dovuto alla velocità costante 
iniziale. Il che è facile a veriflcarsi ; poiché chiamando t' questo 
ultimo tempo , siccome deve eguagliare lo spazio percorso diviso 
per la velocità, si avrà 

. A 


-V^ 


m t k 
ny 


221. Rendesi ancora semplicissima la soluzione del problema, 
quando si considerino dei recipienti continui di qualunque for- 
ma purché abbiano I’ infima sezione orizzontale piccolissima. Ed 
invero nella equazione (2) moltiplicata per il denominatore 

che è quantità piccolissima di second’ ordine , spari- 
ranno i termini che lo hanno per fattore, e trascurando — in 
faccia all' unità rimarrà 

da cui 


e se rr: 




■ 


' n — fwc r>: 

n^J * 


mdi;, 


finalmente 
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Ut 


p=--+-j>g(5— s') 
come se F acqua fosse stagnatile. 

225. Suppongasi il vaso generato da una curva piana che si 
aggiri intumo ad un asse veriicale; e le ordinate orizzontali di 
questa curva, che rotando generano le sezioni trasversali del 
vaso, si rappresentino con r. Se n è piccolissima, la velocità con 
cui scende la superfìcie suprema del liquido sarà per le cose an- 
zidetle eguale ad 



in 



£ se si vuole che una tale quantità eguagli una costarne data D, 
cioè che la discesa sia etjuahile (condizione che sarebbe necessa- 
ria, nella costruzione di una cleptidra ad acqua), si porrà 

— =jO. Siccome poi la sezione circolare m, che ha per raggio 


r, eguaglia wr% cosi .si avrà 


da cui 






>* 


equazione di una parabola di quarto grado di cui r e ^ sono le 
coordinale correnti. 

226. Per ragioni analoghe a quelle esposte nel §. 194. si po- 
tranno ancora facilmente applicare le formule fln qui dedotte al 
molo di un liquido per un minimo tubo curvilineo le cui sezioni 
estreme dm e dn siano separate dalla distanza verticale varia- 
bile Infatti si avra per esso 



la quale si dovrà combinare colla seguente 


, mtit 

mds= — = nL'dl 

CO .0 


che deducasi dalla ds= — ^ , io cui C rappresenta 1' angolo va- 


riabile che I asse del filamento forma colla verticale nel punto 
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corrispondente alla sezione suprema dm; e questo coseno sarà una 
funzione data di cognita che sia la figura del filamento me- 
desima Non sarà quindi difficile l' ottenere in generale, dei ri- 
sultali analoghi a quelli superiormente scrini relativamente alla 
celerità dell’ efilusso per la luce dn, c alla pressione por una 
sezione da qualunque. 

Allorché poi per la piccolezza di dn in confronto di dm sia 


trascurabile il termine odn f’ tl 

Ut J s u 


, la (17.) ci somministrerà 


immediatameiilo 


( 21 ) 



E la pressione per una sezione du alla profondità s — z' dal 
livello supremo diverrà qui pure 

(22) pz=r.-hpg[z — z’). 


227. Quando infine si voglia considerare un vaso che si vuota 
per una luce infima u, a piano verticale, o inclinato, e precisa- 
mente come fu descritto al §. 195, per determinarne le leggi del- 
r efflusso in tutta la generalità, converrebbe conoscere la natura 
de’ filamenti che hanno origine alla sezione suprema, e sbocco 
all' infima, i quali filamenti sono variabili col tempo di posi- 
zione e figura. 

Ma una tale cognizione non può aversi perchè è implicita 
nella completa soluzione del problema medesimo. Qualunque però 
sia la figura ignota di essi, finché la luce n si mantiene assai pie- 

cola in confronto di m, il rapporto — potrà riputarsi piccolis- 

it/rt 

simo, e quindi la velocità U dell’ efflusso per la luce dn sarà 
data dalla (21.). Non resterà dunque che a calcolarsi l’altezza 
media li cui è dovuta la velocità media V, dell’efflasso, e ciò 
si farà mediante le formule del §. 197. e seguenti. 
i4 228. Se ben si ossei va, qualunque sia la figura della sezione 
infima, a calcolo compilo ìa H e quindi la L\ risultano funzioni di 
k ed h'\ ma se f è Taltlczza verticale della luce avremo à'-t- /■=/!, 
e però si potrà considerare H come funzione di A ed /I 
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Finché h' è una quantità positiva f rimane costante, e all'ab' 
bassarsi del fluido nel vaso, h diminuisce: e nel tempo di la quan- 
tità di liquido sgorgala dalla luce n sarà nL',rlls=:—mdh\ dalla 
integrazione della quale, per essere ed m funzioni della sola 
h. ritrovasi /»= F(i). La portala poi in un tempo l sarà data 
dalla formula 

9e= J‘'nr,dl= — 

229. Se il livello del liquido si abbassa anche al di sotto del 
punto supremo della luce n, allora I' ampiezza della porzione di 
essa per cui sgorga il liquido diverrebbe variabile, imperocché la 
sua altezza f eguaglierebbe 1' altezza h del liquido che va gra- 
datamente scemando. 

Se r acqua rislagnassc ad un altezza costante contro una parte 
n" della luce n, I' acqua sgorgherebbe liberamente dalla porzione 
superiore n', e valendoci delle formule del § 200, dovremmo 
tenere U, quale velocità mL>dia variabile di questa porzione di 
luce n', la quale porzione sarà di ampiezza costante Anche il li- 
bello del liquido nel recipiente rimarrà ad essa superiore, e va- 
rierà col tempo quando un tal livello si abbassa al di sotto della 
di lei sommità. 

Quando applicheremo in un altro volume queste formule agli 
efflussi dell’acqua per gli emissarii, meglio che ora se ne potrà ri- 
conoscere r utilità ed il mezzo di usarne. 

CAPITOLO VI. 

Dell' equilibrio e del molo de' liquidi ne' vasi mobili. 

2.70. Abbiamo Ano ad ora considerato il movimento dei li- 
quidi entro recipienti Assi ; ma talvolta occorre di determinarne 
le leggi quando anche questi recipienti sieno mobili nello spazio. 
A trattare convenientcmeule un tale argomento giova distinguere 
due casi. 

1.* 0 il moto del vaso è cognito, ed il liquido partecipa sol- 
tanto del moto medesimo rimanendo in quiete rispetto al re- 
cipiente. 
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2.' O il liquido, olire al movimenlo che ha comune col vaso, 
gode ancora di un parlicolaro molo rispeUo al recipiente me- 
desimo. 

In ambedue le ipotesi però, le formule generali dell’ Idrodi- 
namica ritrovale al Capitolo primo, sono applicabili tanto per 
stabilire le equazioni delie forze sollecitanti e della continuità, 
quanto per determinare le pressioni e le superficie di livello. 
Basterà soltanto alla velocità V di una molecola qualunque 
del liquido, sostituire la risultante della velocità che la moleco- 
la stessa ha comune col recipiente, e di quella onde è animata 
relativamente al vaso medesimo. 

2.31. Abbiasi un vaso di qualsiasi forma che contenga del li- 
quido in quiete animato dalla forza accelcralrice F. 

Si imprima al sistema una velocità comune A, funzione del 
tempo, parallelamente ad una retta determinala. 

Nelle formule [^') del §. 14.5. dovrà porsi io luogo di 3F, 
dA /‘'A\ 

— m, perche f j = 0, e di più conviene supporvi rs=oo. 


essendo rette le lince percorse da tutte le molecule. Si avrà quindi 
— = Fdf d's 

p ' Ul 


e da questa espressione si potrà dedurre il valore della pressio- 
ne, e r equazione della superficie di livello. 

Se il liquido è animato soltanto dalla gravità , ed il vaso è 
mosso verticalmente sarà 


F=g, (!'/■= d's, d's=:td's. 


d'p 



e quindi 


e varrà il segno superiore quando il vaso si muove dall' alto in 
basso, r inferiore quando è tiralo dal basso in allo. 

Effettuando l’ integrazione, e supponendo che ove z=z' sia 
p=sn, si otterrà 


pt=n -4-9 


( 



I.e superficie di livello corrispondono poi a d'pc=0; cioè a d's=:0, 
equazione che appartiene a tanti piani orizzontali. 
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232. Se il vaso è mosso orizxontalnionle nel senso delle y 
avremo 

= — d'y 

da cui, integrando in guisa che a z = z', e ad yssy' corrisponda 
p<=n, si deduce 

p = 7 t H- (7:2 — 2') ^ j — y'). 

Le equazioni poi delle superflcie di livello per cui d'p = 0, sa- 
rebbero contenute nella 

d\ 

gz — —y = cost. 

la quale rappresenta dei piani normali al piano zy, ed inclinati 
all'orizzontale Oy di un angolo, la cui tangente trigonometrica 

® dA ' 

213. Muovasi uniformemente intorno al proprio asse verti- 
cale un vaso cilindrico ripieno di liquido in quiete relativa, ed 
animato da forze acceleratrici quali si vogliano. Se £ è la ve- 
locità costante di rotazione, nella citata formula (A'} converrà 
porre F=ir, indicando con r la distanza della molecola che si 
considera dall'asse; e il differenziale di esso sarà di segno con- 
trario a quello contenuto nella formula stessa , ove gli aumenti del 
raggio di osculo si computano dalla circonferenza al centro. E 

facendo ancora -— = 0, perchè il moto è uniforme, sarà 

dt 


1. d'p =±s Fd'f -t- £’rdV , 


e = coti. ■+■ j Fd'f -Jr — - , 

Se poi agisce la sola gravità, e si integra in guisa che corri- 
sponda p=n a 2 = 0 ed r = 0, avremo 

p Tf 

P “ 7 

La superficie libera sarà cognita in virtù della d'p=0 ossia 
della psszTt; e però l'equazione che la rappresenta è 


Digilized by Google 



120 


che appartiene ad una parabola. 

Sarà quindi la superficie del liquido una superficie di rivo- 
luzione, generala da una parabola che ruota intorno all'asse ver- 
ticale, e la cui concavità è volta in alto. 

' 234. Supponiamo finalmente che il vaso simmetrico intorno 
all’ asse vecticalc sia sollevato colla velocità variabile A mediante 
un peso di massa M attaccato ad una funicella che si avvolge 
ad una puleggia fissa, mentre sgorga il liquido dalla luce n con 
velocità V da determinarsi. 

Poiché ^ è la forza acceleralrice corrispondente all' aumento 

cornane di velocità dA , che ha luogo nel tempo di per lutti i 
punti del sistema; cosi immaginandoli animali da una forza ac- 
d\ 

celeratrice —, nel senso della gravila che e opposto a quello 

del molo, rimarrà il vaso in equilibrio, e sgorgherà il liquido 
colla velocità relativa U dalla luce n. 

Facendo quindi per maggior semplicità la formula (11.) 

del §. 178. diverrà 



Chiamando poi R la massa del recipiente vuoto ed A quella 
del recipiente stesso unitamente al liquido che couticne alla fine 
del tempo l, si avra 



e pel principio di d' Alembert 




da cui 


(ft) 


rf \ _ .tf — /f 

"57 ^ M-hiy 


questa, unitamente alla (a), ed alla 


(«) 


— md^-=nUdi 
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serrirà a determinare C/ e A in funzione di l; con che si ot- 
tiene la completa soluzione del problema. 

Se il vaso fosse mantenuto costantemente pieno e si snppo. 
nesse I' efflusso ridotto a stalo permanente per un piccolo orifl- 
.. àU ^ 

ZIO, sarebbe — =0, e quindi 


F=a 



-~TW- 
af + JT 


Se M=t0 il liquido non esce dal vaso; se il liquido 

aorte dal raso immobile con velocità e se Jlf è gran- 

dissimo U t= V^2 . 


CAPITOLO VII. 


Dell’ affusione deir acqua ne' cali. 

235. Tenuta ferma 1' ipotesi del moto lineare, che si addice 
anche al moto di un liquido per un filamento inOn itesi mo, im- 
maginiamo che alla sezione suprema in affluisca continuamente 
nuovo liquido con velocità uniforme, o variabile coi tempo. Sia 
pMrdc la quantità di liquido affluita nel tempo dt colla velocità 
r. Siccome questa massa fluida deve ridursi alla velocità 
della sezione suprema m , cosi è mestieri che nel tempo dt perda 
la velocita F — La forza motrice capace di togliere una lai 
velocità alla massa p3irdt , cioè la 

~~ jìi'it = pju r— /f 'ir, 

sarà ancora la misura dell’ urlo che ne riceve la superficie su- 
prema. 

Supponendo che quest’ urto si distribuisca uniformemente, e 
normalmente, sulla sezione m, e che in conseguenza si faccia 
astrazione dai moti vorticosi e laterali che può imprimere al 
liquido sottostante, la sezione medesima potrà considerarsi gra- 
vata in tutta la sua estensione da una pressione addizionale, il 
cui valore riferito all' unità superficiale sarebbz 
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m 


la quale pressione concorre ad accelerare il moto del liquido nel 
recipiente. 

Ponendo dunque nelle formule (9) e (11) del §. 178 in luo- 

f>Y — fr)Mr nUSJIfr . 

go di u, 7TH =Tr-»-P( r ) — ; SI avrebbe 

m \ m y m 

M ) ? - (r-; i')-^ 


Siccome poi la variazione del livello supremo deve calcolarsi 
dalla differenza tra l’acqua affluita, e quella sgorgata dalla se- 
zione n, che si suppone 1* inflma del liquido e del vaso, si a- 
vrebbe 


(B) —mds = TMdl — Vndl. 

Mediante questa e la (^') che contengono jsoUanto di incognite 
la s, la Ve la t, si potrebbe, effettuata l' integrazione, determi- 
nare U, ed t in funzione di t; con che si verrebbe a conoscere 
la velocità dell'efflusso, e la quantità d’acqua esistente nel re- 
cipiente aita fine di un tempo qualunque. 

236. Binunciando però alia ricerca della soluzione generate del 
problema, osserveremo soitanto, che allorquando si tratta di 
liquidi gravi, e che la porzione affluente è dotata di una velo- 
cità costante, e quella effluente sorte per un piccolissimo foro, 
trascurando nella (i4'] tutti i termini moltiplicati per n, posto 


J. 


s' V P* 

’Td’i3=3QC e fatto per semplicità T'=rt,-ed h=- si ri- 

* /« »y 


duce alla seguente 


in 




.wr* 


:2-;(? + à). 


Dalla [Bj poi si trae, osservando che ds — — 


dt 


— r-?f 


m 


n 





n 
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ossia 


dt 


m ^5 

n 


Fatto— ^=a e ^ =a^b, iodicando con I l’ allena ini- 

ziale, si ^vrà 


A 

“^1/4-V 


1/4— v/rpi 


e quindi 


t=2a(\/i-^h— vr+s 4- v*» ^og!^ — y^ L\ 

Perchè 1’ efflusso si fanesse permanente, converrebbe che fosse 
Vn=sTM, ossia h- A, e in tale ipotesi ( diventa infi- 

nito. La qual cosa ci rende palese, che a lutto rigore, 1’ efflusso 
perenne ed uniforme, e I* immobilità della superficie suprema, 
non possono giammai conseguirsi; quantunque, ammesse certe 
proporzioni tra la luce e le altre sezioni del vaso, possa talvolta 
considerarsi I' efflusso e la posizione della superficie suprema , 
come stabiliti invariabilmente dopo non lungo intervallo di 
tempo. 

217. Se il liquido affluisce lateralmente nel vaso, in guisa tale 
che la velocità estinta non siasi esercitala in parte alcuna a pre- 
mere normalmente la sezione m, nell'equazione sarà nullo 


il termine 



. E trattandosi di liquidi gravi, e di 


efflusso da piccolo foro, come nel paragrafo antecedente si avrà 


Dalle quali, tenute ferme le denominazioni stabilite, si otterrebbe 

E però ri sarebbe concesso di dedurne analoghe conclusion re- 
lativamente all* efflusso uniforme. 
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238. Veniamo ora ad occuparci dei caso più frequente in cui 
r affusìone del iiquido normalmente alla superficie suprema è re- 
golata in guisa che rimane invariata la situazione della super- 
ficie medesima. Egli è evidente che dovrà perciò, il liquido af- 
fluente pareggiare l’efiluente avendosi mfV =dfT; laonde la pres- 
sione addizionale diventa — IV), e l'equazione (j 1) potrà 
scriversi cosi 


[D] 




flT'* ff— fT)t 
a 9 



d'a 


Moltiplicando convenientemente questa equazione per le quanfità 
costanti a>ds=stnd$=:m'd$'=ec. si può enunciare a forma del 
principio delle forze vive nel modo seguente. 

« I momenti virtuali delle pressioni estreme, più i momenti 
virtuali delle forze motrici che animano la massa liquida alla 
fine del tempo t, più la metà della forza viva dello strato che 
subentra al supremo nel tempo dt, eguagliano la metà della varia- 
zione di forza viva avvenuta nel tempuscolo medesimo, a tutta 
la massa liquida, comprendendovi in conseguenza le variazioni 

relative ai limiti, cioè pmas - , e — .» 


Se finalmente si volesse conoscere la pressione in una sezione 
u qualsivoglia corrispondente ad un arco <7 di direttrice, facile 
sarebbe dedurla dalla (8) del §. (n8), che in virtù della pres- 
sione addizionale diventa 








CAPITOLO \T1L 


Del molo de' liquidi per i vasi discontinui. 


239. Abbiamo convenuto di chiamare continui que’ recipienti 
in cui le sezioni trasversali variano seguendo la legge di conti- 
nuità, cioè quei vasi o que' filamenti per cui il limite del rap- 
porto fra due sezioni successive quali si vogliano, è I’ unità. Se 
dunque in alcune situazioni di codesti vasi o filamenti, il sud- 
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detto rapporto è direrso dall' unità, ivi diremo arer luogo una 
discontinuità, e però formeranno un recipiente discontinuo. 

2i0. Abbiasi a cagion d'esempio un recipiente composto di pig. ,, 
parecchi vasi continui e il liquido scorra entro i medesimi se> 
guendo la direttrice is,s,s'. Chiamisi m la superficie del liquido 
nel primo vaso che può variare se esso si vuota; ed m„ m,....ee. 
le respetlive sezioni supreme dei vasi inferiori, ed n„ n le 
sezioni infime di quello e di questi. 

Siano U,, L\ , V le velocità deirefflusso nelle sezioni n,, n...... 

n ove hanno luogo le pressioni t:,, tt,, .... t:', incognite le prime, e 

r ultima nota. Si rappresenti, al solilo con n, p, p„ p,..,. le pressio- 
ni alle sezioni m, u, , u,.... 

Poiché il liquido sgorga dalle luci n, ed ti. con velocità D, 
ed U, diverse dalle velocità /f'',, fF, delle sezioni respetti vamente 
contigue m. ed m,, cosi converrà immaginare alle pressioni n, 
e 77, aggiunte delle prensioni corrispondenti alle velocità estinte 
U , — 6', — per ottenere le vere pressioni che si eserci- 

tano sulle sezioni m, ed ni.; e però, applicando la equazione [D) 
del capitolo antecedente a tre soli vasi dì cui supporremo com- 
posto il recipiente discontinuo, avremo 


G3J 


le quali sommale assieme somministrano la seguente 

f 'rd'a- r'C^) 

p J ^ ^ / * * * '* 

E se il rpcipii*nlc discontinuo fosse composto di un maggior nu- 
mero di tronchi si avrebbe in generale 

(V) 

riferendosi il simbolo sommalorio Ij a tutti i termini dipendenti 


dalle discontinuità del recipiente composto. 
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241. Questa ultima equazione potrebbe moltiplicarsi per la 
quantità costante pad<r, cbe è la massa liquida cbe passa nel tem- 
po di per ciascuna sezione, e cosi sarebbe facile enunciarla a 
norma del principio delle forze vive; imperocché ci renderebbe 
manifesto, che i momenti virtuali delle pressioni superficiali, più 
i momenti virtuali delle forze motrici la massa liquida, egua- 
gliano la semisoiiima della forza viva acquistala o perduta nel 
tempuscolo di della massa medesima. 

2i2. La pressione nel primo vaso calcolasi colla formula (8) 
del § 178.; ma quella che si riferisce alle sezioni u, a,,., degli 
intermerlj deve determinarsi mediante la (E) dell' antecedente ca- 
pitolo, in cui per la pres.sione superficiale t converrà porre i va- 
lori di TT, e rr. dedotti dalle (et). 

Così per esempio nel terzo vaso, per la sezione u, si avrebbe 


r^Td’c- 
p J • 


iU~ w.,^ 




che sommata colle due prime delle (ar) per eliminarne il n% darà 
per p, il seguente valore 

e che sottratto dalla (y) somministra ancora 

213, Nell’ ipotesi adottala del molo lineare per vasi di lar- 
ghezza finita, o per filamenti infinitesimi, avendosi Inequazioni 


nV =.mìV = n,£f.= m,^,= ec. 


la (y) diverrà 


(0 



„ ndV fs' d'ir 

l'a — / — 

dt § t ^ 



Dalla quale generalmente ottenere si potranno dei risultamenti 
analoghi a quelli dedotti dalla (b) del §. 185., poiché é della 
stessa forma. 

La pressione p; in una sezione qualunque &)< di un vaso 
(i-+- l'ycsiino sarà quindi espressa da 
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2i4. Ciò che maggiormente interessa in simil genere di ri- 
cerche, supposto il vaso primo mantenuto costantemente pieno, 
si è di assegnare la velocità dell' efflusso ridotto a stato perma- 
nente : e facilmente si raggiungerà questo scopo facendo nella (() 
dU 

— =0; dalla quale ipotesi risulta 



Se le luci n, n,, n, ... sono piccole in confronto di m, m„m.... 
avremo prossimamente 



E se di più la luce n dell' ultimo vaso è piccolissima rispetto 
alle altre n, n. ... si otterrà semplicemente come se non vi fos- 
sero discontinuità 

(n r=.^.2(^’4-/rd’<7). 

La formula {'p'] quando (r = Tr', e Td'a=g^, e allorché si 
prenda ad esame un vaso con una sola discontinuità riducesi alla 



215. Se il recipiente si vuota questo sarà il valore della veloci- 
tà dell'elllusso flnchè il livello supremo rimane nel tronco superiore, 
cioè per quanto poco il fluido sia elevato al di sopra della dì- 
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seoDtinuità. Ma tosto cbe il liquido sarà sceso al di sotto della 
medesima, la velocità dell’ efflusso sarà dala dalla formula 

Ora quest’ ultimo valore di ^ può essere pochissimo inferiore allo 
^ della formula precedente, e quindi il valore di D ricavalo dalla 
medesima pnò riuscire di gran lunga inferiore alla velocità de- 
dotta dall’ ultima. 

Con ciò si dà plausibile ragione di un fenomeno osservato da 
Mariotte, il quale esperimentando 1’ efflusso da un vaso avente 
no diaframma, vide la velocità dell’efflusso rendersi istantanea- 
mente maggiore, dal momento che il liquido, al continuo abbas- 
sarsi del supremo livello, si stabiliva tolto al di sotto della di- 
scontinuità prodotta dall' interposto diaframma. 

246. A complemento della soluzione del propostoci problema 
non restaci ora che a determinare gli sforzi che sostiene il reci- 
piente discontinuo a seconda dei tre assi quando il moto è ri- 
dotto permanente; e perciò osservando che la somma delle com- 
ponenti rettangole degli sforzi parziali esercitati contro ciascun 
tronco formano le componenti ortogonali dello sforzo totale, a- 
vremo 


Fcos.fx^ J ^ Xdfi — — - — • j 


COf.//, 

tOi.J 


m 

co» 

cot.B 

"l 

m 


C05.C 

. "■ 

m . 


E se si tratta di fluidi gravi , e la direttrice è verticale , ponendo 


j: 


gdtitssP si avrà 

Fcos.fx = 0 , Fcos^y ==i 0 
Fcos.fi = P — 






w — tr'> 




ik-^y 
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nella quale forinula il simbolo I si estende alle sole discontinuilà, 

ff 

ed il simbolo 2 . a tutti i vasi componenti il sistema discontinuo. 


CAPITOLO IX. 


Dei vasi comunicanti. 

247. La teoria del molo de’ liquidi peri vasi comunicami , è 
fondata su quella già stabilita nel capitolo antecedente relativa- 
mente ai recipienti discontinui. Le formule quindi in esso regi- 
strate saranno applicabili alla soluzione dei differenti problemi 
ebe ora ci andremo proponendo. • 

Vogliasi, a cagion d'esempio, determinare la pressione, e la 
velocità nelle varie sezioni di due vasi continui mmn.n, ed MMnn 
uno immerso nell' altro, simmetrici intorno ad un asse verticale, 
e ne’ quali il liquido si muove in guisa che dal primo passa nel 
secondo attraversando Toritlzio n,n, , ove si suppone che le mo- 
lecole abbiano una direzione parallela all' asse. Pongansi a tal uopo 
le seguenti denominazioni: 
m ed fii. Sezioni prima ed ultima del primo vaso. 

m, . Prima sezione anulare del secondo vaso contigua ad n,. 

n. Sezione ultima parimente anulare del vaso medesimo. 

{/,. Velocità in n,. 

p e p,. Pressioni nelle sezioni a ed a>, prese respettivamenle 
nel primo, e secondo recipiente. 

^ e Distanze fra le sezioni m ed n,, e fra le sezioni m, ed n. 
z e z,. Profondità delle sezioni a ed a, dai respettivi supremi 
livelli del liquido, nei vasi a cui appartengono. 

Se si tratta di liquidi gravi l’equazione (c] si trasformerà 
nella seguente, avvertendo che nel secondo tronco la direzione 
del moto è inversa agli aumenti della direttrice. 


»,dc/, dy 1 ' .y 

dt lo u 1 V n* «i^/ a \n, 


Fig. i8 
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A questa poi si dovranno aggiungere le due 
(B) nd^'+md^=0. e — mdC = n,V,dt 


che si deducono dalla condizione che la massa totale del liquido 
rimanga invariata nel tempo del movimento , e mediante queste 
tre riunite si dovrebbero assegnare i valori di L\ di ^ e in 
funzione di l. 

Si potrebbero finalmente determinare le pressioni pep, mo- 
dificando a dovere le formule (5), e (3') del §. 242. 

Noi sortiremmo dai prefissi limiti se voiessimo ampiamente 
discutere queste equazioni che si riferiscono a quel genere di mo- 
vimento che suol chiamarsi reciproco, in quanto che il liquido 
dal primo vaso entrando nel secondo, e sollevandosi per la con- 
cepita velocità ad un'altezza maggiore di quel'a che gli si compe- 
terebbe nello stato di equilibrio, riprende un moto inverso tor- 
nando a passare nel primo vaso, e stabilendosi in conseguenza una 
serie di oscillazioni di tutta la massa dall' uno all’altro recipiente. 

248. Giova intanto osservare che se il primo recipiente è 
mantenuto costantemente allo stesso livello con afflusso perenne 
di nuovo lìquido, che perù non ne accresca la pressione super- 
ficiale, e se dopo un certo tempo è permesso di considerare il 
moto ridotto a stato permanente, sarà facile senza ulteriore 
integrazione dedurre dalla (A) il valore di V, e in conseguenza 
la velocità in una sezione qualunque. Supponendo infatti per mag- 
gior semplicità ’n=z'ir' essa convertesi nella 


da cui si trae 



[C] 



E riguardo alle pressioni, avvertendo alle (p) del §. 213, sareb- 
be pel vaso superiore 

[f>] V 

per r inferiore 



Digitized by Google 



131 




219. Se r orifìzio ii, fosse piccolissiinn in coiifronlo di (ulte 
le altre sezioni dei due vasi, tanto nel ca.so del livello stabile nel 
primo reeipienle, quanto nel raso in rui le superiori superficie 
fossero variabili di prsi/.inne in ambedue, nella formula (.(] si 
trascurerebbero i termini moltiplicati per n, , laonde si avrebbe 
semplicemente 




da rui apparisce che I' acqua effluente dalla luce n, è animala 
da una velocità dovuta alla differenza dell'altezza del lìquido che 
le sovraincombe ne’ due recipienti; e che però pareggiati i livelli, 
nulla sarebbe la velocità dell’ efflusso , e quindi non avrebbe luogo 
il moto reciproco. 

f>e formule [D) e (/)') diventano in tale ipotesi 




p=n-hpgz — 









= fgz. 


aWi* 


Se i vasi comunicassero fra di loro per mezzo di fori late- 
rali strettissimi gli ultimi risultamenti ottenuti sarebbero tuttavia 
applicabili ; ma se le luci loro fossero di una sensìbile altezza , 
converrebbe rinnuovare le considerazioni del §. 191. e seguenti. 

250. Si prendano ora in considerazione due vasi che comu- Fig. ig 
nicano per il piccolissimo foro laterale n scevro da contrazione 
e si immagini che allo stesso livello di codesto foro si trovi simil- 
mente praticato in una parete del secondo vaso un altro piccolissi- 
mo orifìzio t»i che lasci sgorgare il liquido con velocità Si rap- 
presentino al solilo conC e le altezze del livello supcriore al di 
sopra dei respettivi orifìzii nel primo e nel secondo recipi ente, e 
in dìcando con m, la sezione supcriore del secondo vaso, si avrà 
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= t/.= V^ 


E se si rappresenta con pMdt )a massa liquida che affluisce senza 
pressione addizionale nel primo vaso, evidentemente si avranno le 
due seguenti equazioni 


(E) md? = Jid/ — nd(v/23;^ — ?') 

(F) fn.d?'=ndtv/5iff(? — ?')— n.dtv^'. 

251. Se la quantità M è indipendente da (, eliminando fra 
queste il dt si otterrà una relazione differenziale fra le altezze^ 
e ma che in generale non può integrarsi. Nel caso che si sup- 
supponga ifs=0, effettuata la eliminazione indicata, se ne de- 
duce la 

tG) . — 


In questa equazione, se m ed m, sono costanti, le variabili pos- 
sono separarsi ponendo successivamente ^ = ì^'i/,ed « — 1=/3»; 
infatti dopo tali sostituzioni facilmente riducesi alla 

(H) 

' C 1 ) — ni) — M,n/5 

che è integrabile sotto forma finita. 

252. Se il primo vaso è inesausto, sicché possa considerarsi 
^ costante ed eguale a k, basterà, per rintracciare le leggi del 
moto, la sola (F), dalla cui integrazione si dedurrà il valore di 
espresso per (. Dopo un certo tempo, uscendo tanto liquido dal 
secondo vaso quanto in pari tempo ve ne entra, la superficie 
suprema si comporrà in esso ad un altezza costante, il coi valore 
si dedurrà ponendo nella suddetta (F) d^'=aO,e dalla quale si trae 


?'= 


n** 


n*-)-n.* 


ed r.= 




253. Se il primo vaso non riceve liquido ed il secondo non 
ne perde, nelle [E] ed (F) saranno nulli i termini che (x>nten- 
gono IH, ed n,, e però si otterrà coll' eliminazione 




tnd^ + 
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mentre esse si riducono alle seguenti 

t 

i md^tz=3 — ndly'2g[^ — Ì') 

\ m.di;' = txdivm^^- 

Integrando la (/) nella supposizione di m ed m, costanti, e de- 
nominando Jt e A' le altezze iniziali ? e si avrà 

[IH) m? + m.?'= mA + m,A' 

da cui si trarrà f espresso per 
Siccome poi 


I = p' 

J * ny':.g[t-Z’) 


indica il tempo che il liquido impiega a passare nel secondo re- 
cipiente dall'altezza A' all'altezza così effettuate le dovute sosti- 
tuzioni e l’ integrazione , si troverà questo tempo espresso dalla 
formula 

[S) 1 = — — a') — \/mA-*-iw.A' — 

Con analogo calcolo si ottiene 

^v^^f=F]--v'(rn + m.)ì;-mk—m.k'\ 

che è il tempo che impiega il liquido nel primo vaso dall altezza 
A a passare all' altezza 

Onde conoscere il tempo in cui il liquido si compone allo 
stesso livello nei due vasi, converrebbe porre ? = ?' nella (iff) 
che somministra 




m,k' 
m -f-mj 


e sostituendo questo valore nella (iV), o nella (.V) si avrà il tem- 
po cercalo eguale a 

{k — A'ì 
og 

254. Chi supponesse il primo recipiente inesausto, cosicché 
r altezza ? rimanesse costante ed eguale a A, si dovrebbe integrare 
la sola equazione 
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dii rui si Irarielibe 


< = (VA- — A' — VA — T) 

"V'= 

ed il (empo in rui i due livrili si pareggiano diverrebbe eguale a 



Questi duo ullinii risullamenli pniovano immediatamente rieavarsi 
dalla [S] e dalla (Oj faeendi)vi m=co. 

255. Abbiansi parecchi vasi comunicanti per via di fori stret- 
tissimi R, n', n". ..V. Il primo sia mantenuto costantentente pieno, 
e dalla luce dell' ultimo sgorghi il liquido liberamente. Si chia- 
mino X, x', x" ... le differenze di livello supremo dal primo al se- 
condo vaso, dal secondo al terzo ec., le quali si terranno per 
costanti, perchè il molo si suppone ridotto a stalo permanente. 

Se q rappresenta il volume fluido sgorgato nell’ unità di tem- 
po dall' ultimo orifìzio a cui sovrasta il liquido ad un' altezza 
costante ?, c si ponga A'=x -t- x'-t- x"-t- ec. -t- ? si avrà 

q = nyigx= n'y/iigx^= n"\/'2gx" s=ec. =kV^ 
da cui si ricava 


e jioicliè 


si troverà 






? = 


X 



256. Gli esempi contenuti in questo Capitolo possono servire 
di norma nella soluzione di analoghi quesiti in cui, le figure de'va- 
si non essendo prismatiche, si devono considerare le sezioni supre- 
me di esse non più costanti, ma funzioni noto e variabili di ^ e 
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Deda contrazione della vena. 

257. Tulli i risultamenlì ollenuli ne' precedenti capitoli sono 
basati nella supposizione che i filamenti fluidi che escono dall'in- 
fima luce dei recipienti sicno paralleli alla direttrice, ed animati 
da eguali velocità; e l'esperienza dimostra che allorquando le 
pareli de' vasi sono , nell’ infima sezione, prossimamente parallele 
alla direttrice una tale ipotesi è baslantemenle ammissibile; ma 
ogniqualvolta la parte inferiore di codeste pareti sia notabilmente 
inclinala alla linea direttrice, le molecule del fluido escono con 
direzioni oblique alla linea medesima dando luogo ad un par- 
tirolar fenomeno, cui si da il nome di contrazione della vena. 
Su di questo terremo breve discorso nel presente capitolo, perchè 
più ampj dettagli anzi che all'Idraulica teorica alla pratica appar- 
terrebbero. 

Abbiasi un vaso cilindrico ad asse verticale, trasparente, e nel 
centro del suo fondo orizzontale sia praticalo in lastra piana e 
sottile un foro circolare di piccolissima area n. Se questo reci- 
piente contiene un liquido entro cui sicno nuotanti de' minuzzoli 
di sostanze di quasi eguale densità, o nel quale siasi formato un 
leggiero precipitato, si vedrà il liquido scendere verticalmente e 
per strali paralleli sino alla distanza di circa due diametri dal 
foro stesso; poscia ripiegarsi d' ogni parte verso di esso descri- 
vendo delle lince curve sensibilmente convesse dalla parte del- 
r asse del vaso. Cosi la corrente del liquido in vicinanza della 
luce prende la figura di una conoide convergentissima , l'altezza 
della quale è di circa due diametri del furo, la cui base su- 
periore è la sezione trasversale del vaso, e la base inferiore 
r area del foro stesso. A questa conoide si da il nome di gorgo 
e rimane quasi stagnante presso gli orli dell' orifizio quel poco 
di fluido onde essa è contornata 

258. La convergenza delle direzioni delle molecule del liquido 
che giungono all' orifizio continua anche per breve tratto dopo 
che lo hanno attraversato. Quindi la vena fluida prosegue grada- 
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tanieole. ma rapidamenlc a restringersi, fintantorliè le molecole 
che la costituiscono, per elTetto della reciproca azione e dei moti 
impressi, prendono una direzione comune parallela all’ asse del- 
orifizio. Cosi si forma al di sotto della luce un' altra conoide che 
può aversi per continuazione della precedente, e che si chiama 
vena conlraila. La sua base ma&giorc è I’ orifìzio, e la base mi< 
nore è la sezione della massima contrazione o.'Sia la sezione della 
vena contralta. Il diametro nn dell' orifìzio , il diametro es della 
sezione della vena contratta , e I' altezza bc della vena medesima 
stanno tra loro, secondo il Michelotti fìglio, come I numeri: 

100 ; 79 : 39 

e secondo Eytelwein prossimamente come 

10 : 8 : 5. 

Questo concorso di tutte le molecule al foro, ed il loro egresso 
per un imbuto conoidale, ha luogo qualunque sia la forma del 
vaso , e qualunque I' inclinazione della parete piana in cui sia 
aperta la piccolissima luce n, purché sia praticala ad una certa 
distanza dalle altre faccie che formano l'interna capacità del re- 
cipiente. 

259. Lasceremo ai fìsici il porgere una più minuta descrizione 
della vena che sorte da una luce circolare al di la della con- 
trazione, e la ricerca delle cause che ne determinano la figura. 
Noi ci limiteremo soltanto ad accennare che essa prosegue ad 
essere cilindrica per una breve lunghezza, finché la resistenza 
dell' aria combinala ad altre circostanze la scompone intera- 
mente. Nella prima parte di una tale lunghezza la vena è lim- 
pidissima come un cristallo; poscia diviene torbida e discontinua, 
composta cioè di goccio separale sferoidiche, alternativamente 
allungale e depresse. 

Ciò che importa conoscere agli idraulici per la dottrina degli 
elllussi si é la situazione e la dimensione della sezione della vena 
contratta ove le velocità delle molecule possono ritenersi paral- 
lele tra loro; poiché risguardando allora il recipiente, il gorgo, e 
la vena contratta come un sol recipiente continuo, ne sarà cognita 
la figura, e sarà permesso di assumerne per sezione dello sboc- 
co la sezione di quest’ ultima. C l’esperienza infatti dimostra che la 
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natura dt‘ll' efflusso non cangia aggiungendo all'orifizio un tubo 
ronoidal* che secondi I’ andamento della vena contratta. 

260. Se tutte le molecule che giungono alla sezione di mas- 
sima contrazione, fossero realmente animate della stessa velocità 
dovuta all’ altezza % dell' acqua sovrastante , si avrebbe 

e detta X 1' ampiezza incognita di questa sezione e mantenuto il 
recipiente a livello costante 

q’=xv^;==y.u 

rappresenterebbe la quantità di liquido che passa per essa nel- 
r unità di tempo. Ora, trascurando l’ altezza della vena contratta 
io confronto di 

q = n\/^ = nV 

esprimerebbe la portata teorica della luce n , se vi concorressero 
le molecule del liquido con direzioni parallele tra loro e normali 
al piano della medesima, e con la comune velocità dovuta al- 
r altezza Dunque si avrebbe 

e però la portata effettiva, e la portata teorica starebbero fra 
loro come 1' area della sezione della vena contratta sta a quella 
dell' orifizio n. 

Volendo quindi ottenere il rapporto fra queste due sezioni, 
tanto sarebbe il dedurlo dalla misura diretta dei loro diametri 
quanto dal paragone della portala effettiva colla teorica. Ma 1« 
molecule che lambiscono 1' orlo dell’ orifizio sono ritardate nel 
loro moto dall* attrito che soffrono , e questa resistenza va co- 
municandosi con differente intensità alle molecule che passano più 
vicine al centro. Onde la velocità nella sezione della vena con- 
tratta non sarà per tutto uniforme. Chiamando U, la velocità me- 
dia che ivi ha luogo, la quale a tutto rigore deve essere minora 
di V, la portata effettiva sarà q'^za^Vi, e perciò otterremo 

q m & 
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Il rapporto - si chiama il cocITicicnle della portala teorica, 
ossia il numero per cui si dee moltiplicare questa portata onde 
ottenerne 1' effettiva. E il rapporto ^ dicesi coefficiente di con- 
trazione, vale a dire il numero per cui conviene moltiplicare 
r area dell’ orifizio per conoscere la grandezza della sezione della 
vena contratta. Quello oltiensi paragonando le portate, questo 

misurando direttamente le sezioni suddette; e poiché ~ è ne- 


cessariamente una frazione, il cocfliciente della contrazione deve 
sempre essere maggiore del coefficiente della portala. 

261. Assumendo le dimensioui riportate dal Bidone sarebbe 

e 2. = 0,62; onde ^c=0,93, e perciò la velocità media 

n 3 ^ U * 

della sezione contratta non sarebbe che — della velocità dovuta 

I oo 


all'altezza dell’ acqua sovrastante. Prendendo invece le dimensioni 
adottate da Eytelwein avremmo 



onde 


u 


o,U4 


=0,97. 


In pratica, però, si suole ritenere [J,s=U confondendo cosi 
il coefficiente di contrazione con quello della portata ; e indican- 
dolo in generale colla lettera r si avrà 

X = zn, q'=iq. 

Laonde le formule tutte che abbiamo dedotte relativamente alla 
velocità dell’ effiusso e alla portala delle sezioni infime dei reci- 
pienti continui, o composti, varranno anche per l’elliusso dalle 
luci incavate in lastra sottile, purché in luogo dell’ orifìzio vero 
n si ponga la sezione della vena contraila in, dando poi ad i quei 
valori numerici che l'esperienza mostrerà convenirgli. 

262. Se la luce é praticala in gui.sa che un liquido grave ne 
sgorghi dal basso all’ allo verticalmente, si vede il getto risalire 
quasi fino aU’allòzza ^ del livello supremo del recipiente, e vi 
giungerebbe esattamente se la resistenza dell' aria . e il liquido 
che ricade sopra se stesso, non ne ritardassero il muvimonlo. 
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La rpsislenza dcU’ aria crescendo al cresrere della velocilà, la de 
scrina esperienza meglio riesce ogniqualvolla la celerità del getto 
è dovuta ad una piccola altezza. 

263. Quando si ammetta 1’ ipotesi del moto lineare, si può 
calcolare la figura del getto verticale, tanto saliente, quanto di- 
scendente , che ha luogo per una luce circolare en colla velocilà 
di projezioue 

• U=x/2^. 

Infatti dopo che le molecole avranno percorso un spazio z a par- 
tirsi dalla luce, dipendentemente dall’azione della gravità che ne 
accelera o ne ritarda il molo secondo che il getto si fa dall alto 
al basso o dal basso all’ allo, saranno animale dalla velocilà 


E se la sezione circolare a che corrisponde a questa altezza z si 
eguagli a or’, indicandone con r il raggio, si dovrà porre 

f/én= Fw 


ossia 


®r 


da cui 


equazione di una superficie di rotazione attorno ad un asse ver- 
ticale generata da una curva iperbolica, le cui coordinale cor- 
renti sono r e z. 

La resistenza dell’ aria nel getto dall' allo al basso in cui le 
velocità crescono mollissimo, impedisce che si riscontri rigoro- 
samente questa figura; ma nel getto verticale saliente, la iperbo- 
loide di rivoluzione che va allargandosi superiormente è sensi- 
bilissima. 

264. Quando la direzione del getto è inclinata alla verticale 
perchè il piano ove è praticata la luce è obliquo, I’ asse della 
vena descrive una parabola il cui parametro è lunssimamente 
quadruplo dell’ altezza del livello supremo al di sopra del centro 
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della sezione della vena contralta ; la quale esperienza è una no> 
velia prova che il liquido sgorga da questa sezione con una ve- 
locità dovuta all' altezza dell'acqua sovrastante, come se il gor- 
go e la vena contratta formassero unitamente al recipiente un 
solo vaso continuo. 

265. Allorché gli oriflzj praticati in lastre piane sottili non 
sono Circolari ma poligoni, l’esperienza dimostra la formazione 
del gorgo c della vena contratta, ma il getto cangia continua- 
mente di figura, via via che si allontana dall'orifizio. 

Le faccie della vena fluida corrispondenti ai lati dell' orifizio 
vanno successivamente incavandosi , e gli spigoli di quella cor- 
rispondenti agli angoli di questo si smussano, e finiscono per ren- 
dersi concavi. Un tale fenomeno è conosciuto sotto il nome di in- 
versione di figura della vena, poiché la di lei sezione trasver- 
sale diventa quasi simile alla figura dell'orifizio che abbia gira- 
to nel proprio piano di un angolo semirelto, modificandosi in tal 
guisa, che le linee diametrali più lunghe dell' una, corrispon- 
dono alle più corte dell' altra. Ou^lunqo^ sia però la figura del- 
l'orifizio, in una sezione della vena prossima ad esso ha luogo 
la contrazione, ed ivi le moleculc sono animate da velocità pres- 
soché eguali e parallele. 

266. Le esperienze fatte relativamente all' efflusso dell'acqua 
per minimi oriflzj aperti in pareti piane sottilissime, mostrano 
che per ottenere il coefficiente £ della portata, che poco differi- 
sce dal coefficiente di coutrazione, si devono distinguere, primio- 
ramente , le luci circolari il cui diametro supera 0”,015 In se- 
condo luogo, quelle il cui diametro è minore di questa quantità. 

Nel primo caso può supporsi £ = 0,61 quando l'altezza del- 
r acqua al di sopra del centro dell’ orifizio supera 100 volte il 
diametro del medesimo. Diminuendo la carica , £ aumenta ; c quan- 
do r altezza dell' acqua é ridotta a 10 volle il diametro diventa 
t=0,62. Finalmente si ha £ = 0,66 allorché la carica al di sopra 
del vertice dell' orifìzio non é più che una piccola parte del dia- 
metro del medesimo. 

Nel secondo caso il valore di s aumenta al diminuirsi del 
diametro della luce, e si ha persino £ = 0.7 quando codesto dia- 
metro è di no millimetro. 
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Quesii risultali ronvenifono tanto agli orifizj rirrolari quanto 
agli orifizj quadrati, rettangoli, ed anche poligoni , purché non ab- 
biano angoli rientranti , e si prenda per loro diametro la linea 
diametrale che ne costituisce la più piccola dimensione. 

267. Il fenomeno della contrazione traendo origine dal con- 
corso obliquo dei filamenti fluidi all’ asse dell' orifizio , tulle le 
circostanze che tendono ad accrescere o a diminuire una tale 
obliquità, produrranno una variazione ndlla portata, e quindi 
anche nel valore del coefficiente t. 

A ragion d' esempio quando un orifìzio rettangolare è prati- 
calo in una parete piana verticale, se uno de' suoi lati si accosta 
al piano di livello, o al piano del fondo del recipiente, la con- 
trazione diminuisce; e se codesto lato fosse disposto rasente il 
fondo, la contrazione sarebbe per esso totalmente soppressa, e 
l’asse della vena effluente diverrebbe inclinato al piano dell' ori- 
fizio. Se poi la luce è incavala nel fondo, la contrazione dimi- 
nuirà a misura che ie pareli laterali si approssimeranno alla 
luce medesima. 

Quando poi si tratti di vasi formati da superficie curve, è 
evidente che se la luce è incavala in una parete concava o con- 
vessa verso l'interno del recipiente, li vena liquida soffrirà nel 
primo caso minore, e nel secondo maggiore contrazione di quella 
cui soderebbe soggetta scaturendo dallo stesso orifizio praticato 
in lastra piana. 

268. Dobbiamo al Bidone una serie di esperienze relative alla 
determinazione del coefficiente é per le vene che sortono da fori 
incavati in superficie piane, e nel contorno de' quali sia soppressa 
parzialmente la contrazione mediante alcune lastre saldate nor- 
malmente, ed in contorno agli orifizj stessi dalla parte interna 
del recipiente. 

Per le luci rettangole il cui perimetro sia e, e nelle quali sia 
soppressa per una porzirne 7 la contrazione, egli ha trovalo la 
seguente formula empirica che rappresenta con sufficiente esat- 
tezza la portala 


7=mv^7?(l-f-01.5-2y 
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dove E ha i valori cbe competono ad una luce nuda incavata in 
lastra sottile. 

Per gli orifizj circolari 

+0.128'-) 

Queste formulo vanno bastantemente d* accordo coi resultati 
dell’ esperienza, finché in una parte soltanto del perimetro delle 
luci rimane Impedita la contrazione. Che se tutto all' intorno dcl- 
r orifizio fosse saldata una lastra che a guisa di un brevissimo 
tubo, o di un anello, si internasse nel recipiente, il fenomeno 
sembra cangiare di natura, poiché, come per salto, la portala 
effettiva acquista un valore più grande di quello che é sommini- 
strato dalle formule precedenti. 

269. Quando però codesto tubetto si internasse considerahil- 
mente entro la massa liquida contenuta nel recipiente, il coeffi- 
ciente di contrazione acquisterebbe invece un minimo valore che 

secondo le esperienze di Borda ridursi potrebbe persino a ^.Que- 
sto celebre fisico ha procurato di dare la seguente spiegazione 
teorica dell' esposto notabile fatto. 

Si indichi con e' il valore incognito del coefficiente di contra- 
zione relativo ad un tubetto orizzontale adattato ad una luce 
verticale n ed insinuato nell' interno del recipiente. L’espressione 
della forza di reazione del getto sarà (§. 210 ) 

2i'pngì:. 

Ma questa forza non risulta che dalla differenza di pressione che 
ha luogo tra la faccia in cui è praticato il foro, e la parallela 
ed opposta. £ poiché tutti i punti di esse possono considerarsi, 
perla piccolezza della luce, premuti come se il fluido fosse in 
equilibrio, cosi questa differenza sarà espressa da pnj?, onde 

'2i'rjn^ = pngi^ 



a 
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Nuli’ alino per ora dovremo aggiungere sù questo argomenlo 
ne sulle ricerche sperimentali relative alla contrazione e alla por- 
tata nelle grandi aperture a piano verticale, ed aperte superior- 
mente, giacché di tutto questo sarà mestieri tenere più ampio 
discorso nella parte di quest’ opera che si riferisce in parlicolar 
modo alle pratiche applicazioni. 

CAPITOLO XI. 
fhl violo dei liquidi per i tubi. 


270. Allorché é congiunto un tubo ad una piccola luce pra 
licala sulle pareli o sul fondo di un gran recipiente inesausto 
c anneslatura e in tal guisa formala che secondi il naturale 
andamento della vena contratta, il recipiente unitamente al tubo 
formeranno un sistema continuo, ed il molo del liquido per il 
medesimo sarà facile a calcolarsi dipendentemente dalle teorie 
spiegale negli antecedenti capitoli. 


Ma se la luce è scolpita in lastra sottile, ed il tubo vi è im- 
mediatamente applicato, il liquido sgorgando obliquamente dal- 
orifizio nel tubo, forma la vena contralta senza toccare alle pa- 
reti di questo. Se però il tubo ha la conveniente figura e lun- 
ghezza in certe circostanze di cui più sotto parleremo, avviene 
che II liquido dopo la vena contratta torna a riempire l’ interna 
capacita del tubo; cosicché all’origine del medesimo . e precisa- 
mente ove SI forma la sezione della massima contrazione, si po- 
trà immaginare come ingombro da un diaframma che ne ri- 
stringa la corrispondente sezione nel rapporto di e:t. Un’ espe- 
rienza del Venturi porge una sensibile giustificazione di una tale 
maniera di risguardare il fenomeno. Applicò egli all’origine di 
un tubo cilindrico, ove suol formarsi la massima contrazione, un 
diaframma che ne restringeva la sezione nella proporzione prossi- 
mamente di 5: 8 ; e vide uscirne nello stesso tempo tanto liquido 
quamo ne sgorgava in eguali circostanze, senza il diaframma. ’ 
271. U teoria del molo per i tubi lunghi e corti alimentati 
da recipienti inesausti dipende dalle leggi del molo per i vasi di- 
scontinui. bollanlo qui giova osservare che allorquando i t„b= sono 


Digìtized by Google 



144 

molto luoghi, non si potrà fare astrazione dalla resistenza che 
soffre il liquido che scorre per essi, la quale resistenza dipende 
dall’ adesione che hanno le molecule del fluido tra loro e colle 
pareti del tubo. Infatti se il tubo è formalo di una sostanza che 
resti bagnata dai liquido, uno strato di questo ne riveste la su- 
perficie interna; ed è sopra un tale strato rhe scorre la colonna li- 
quida, risentendone nella superficie di contatto un attrito che si 
comunica gradatamente diminuemin agli strati adiacenti, e giun- 
gendo persino al filamento più lontano. 

La massa liquida acquista conseguentemente una velocità me- 
dia minore di quella che avrebbe luogo senza l' azione delle pa- 
reti, e senza la viscosità del fluido. 

Questa specie di attrito è di natura diversa di quella che ha 
luogo tra solidi e solidi, non dipendendo nè dalla pressione, nè 
dalla natura delle superficie che strisciano le une sull’ altra. Di 
ciò può rendersi ragione osservando che qualunque sia la sostanza 
onde è composto il tubo, se è bagnata dal liquido, questi scor- 
rendo neirinterna capacità si muove sempre strisciando sul velo 
fluido che la bagna. 

272. Essendo la resistenza un effetto dell’ azione delle pareti, 
certo è che quanta maggiore estensione avrà il perimetro bagnato 
di ciascuna sezione trasversale , tanto più codesta forza sarà con- 
siderabile. E poiché una tal resistenza operata nel perimetro si 
ripartisce sopra tutte le molecule situate nella corrispondente se- 
zione, così quanto più questa sarà grande, tanto meno la velo- 
cità media di essa ne rimarrà alterala. 

Sarà dunque 1’ effetto della resistenza io ragion diretta del pe- 
rimetro bagnato , e nell’ inversa della sezione ; dovrà cioè riguar- 
darsi inversamente proporzionale al raggio medio della sezione 
che si considera; dandosi questo nome al rapporto fra l’arca 
ed il perimetro di essa. 

273. Un tale effetto crescerà ancora al crescere della velocità 
perchè maggiore sarà il numero delle molecule che soffriranno 
nello stesso tempo quell’ attrito, che toglie loro una determi- 
nata parte della precedente velocità. Quindi con considerazioni 
analoghe a quelle che si fanno relativamente all’ urto de’ liquidi 
sono stati indotti i fisici a suppoilo per questa causa proporzio- 
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naie al quadralo della velocità. La viscosità del fluido pt odore 
ancora per parte sua un' altra resistenza che è tanto più sensi- 
bile in confronto della prima quanto la velocità è più pìccola. 

271. Tutto queste viste teoriche combinale coi risultali delle 
esperienze ci determinano a riguardare la resistenza di cui par- 
liamo come una forza rìtardatrice gR che agisce in senso oppo- 
sto alla direzione delle molecole, ed espressa dalla formula, 


gR = g- 


'd 




in coi 9 è la forza acceleratrice della gravità ; v il perimetro 
bagnato della sezione u cui corrisponde la velocità media K; 

è il raggio medio; ed or c ^ rappresentano due coeili- 

cienti numerici che sono stali determinali da varii Idraulici spe- 
rimentatori. 

275. Proponiamoci ora di risolvere colle formule del Capi- 
tolo Vili, il Seguente problema , die comprende come casi partico- 
lari la massima parte di quelli che aflarciare si possono nella 
teoria del moto dell’ acqua per i tubi lunghi e corti. 

Abbiasi un sistema formato da due recipienti A , e fi e manle- 
DUti costantemente pieni ai rispettivi livelli mm, ed nn e comu- 
nicanti fra di loro per mezzo di un tubo n,n.. 

Suppongasi, per la soliigliezza di questo tubo in confronto dei 
vasi, il molo ridotto permanente, e si facciano le seguenti de- 
nominazioni. 

m s sezione min dove ha luogo la pressione n. 
n= Sezione nn contro cui si esercita la pressione n'. 
u=i Area di una sezione trasversale qualunque dei vasi, o del 
\ . tubo, e alla profondità z dal livello mm. 

n,= luce del vaso A, e sezione prima dal tubo posta alla pro- 
fondità ^ dal suddetto livello mm. 

m, = En,(= Sezione della vena contratta. 

n, = sezione ultima del tubo alla profondità Z" d.tlla luce 
m,= Sezione prima m.m, del secondo recipiente fi alla profon- 
dità dalla sezione nn. 

V Velucità in ». 
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I/, Velocità in n,. 

Y Velocità media in una sezione u del tubo. 
l Lunghezza del tubo. 

X lunghezza di una porzione di esso fino alla prorondili z 
C-4-?" — eguale alla distanza tra mm ed nn. ' ' 

276. Se r annestatura del tubo non seconda l’ andamento della 
vena contratta il sistema descritto avrà due discontinuità, una 
nella sezione del’a massima contrazione e»,, l’altra in n, ; appli- 
candovi quindi le formule del §. 243. si avrà la pressione in una 
sezione co del recipieule A espressa da 


w ';=r 





* \n* m*/ 

Per le sezioni del tubo 




' ' , t, 

"»V "* \s / 


' ' -J._fL-l.Y~l 

lu* n» V,^n. , m.J 


e per una sezione qualunque a del recipiente B ad una profonditi 
z, dal livello nn 
p 


(a") 


P l> J 0 « n* J 

Finalmente la velocità U, all' imboccatura del tubo nel recipiente 

[B] potrà dedursi dalla (e) dove si porrà ^=0 e che in conse- 
guenza riducesi alla 

Quando il secondo recipiente sia tale che formi col prece- 
dente un solo tubo continuo di cui n sia l’ estrema sezione, do- 
vremo porre in quest' ultima formula 

l — U„ m,= n,=sn 

e però si avrà 
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277. Gli integrali^* conteDuti in queste equa- 

zioni sono composti di termini che dipendono in parte da forze 
moventi, e in parte da forze resistenti. Così per esempio, vo- 
lendo considerare la solq gravità, e la resistenza di attrito di 
cui si è sopra descritta I' azione, si avrà 

J’Td'c^zgz-g J]Rà'<s = gz— g , 

E quando non si tenga conto della resistenza che lungo il tubo 
J^Td'a = gi — g 

jyd'<!=g[!:'+i;"-n-9 

Avendosi poi F = — , sarà 

b) 

„ /3n’ 

Ji= — L-h - — b 

Dt^ />«' 

e però 

J'Mc^ unVj[ 

Sostituendo dunque nella (A), dove per semplicità si porrà Tftssn', e 

(1) jc=-L + + 

n* m’ \£ yn,“ V"* 

si Otterrà 


(c) ni 


278. Allorché il . tubo è molto stretto in confronto del primo 
dei recipienti, per le sezioni u comparabili con m si potranno tra- 
scurare le frazioni — — t e però la pressione nel recipiente A 

si ridurrà semplicemente alla seguente 


■ifi) 


P P 
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come se 1' acqua vi fosse stagnante. NeT gorgo poi, e nella vena 
contralta che si considerano come facenti parte del primo reci~ 
piente , ma dove le sezioni diminoiscono rapidamente, non si tra-« 


scurerà che la frazione ~ , e però si ridurrà a 






(P') P* 

Finalmente nel (ul>o avrà per valore uno qualunque dei due 

OS’) 

OS-) i=i + ,K- >) -H 

L'espressione poi di V data dalla (r) si scmplicizzerebbe poiché Ji 
riducasi a 


( 2 ) 


— 0 * — — -)* 
n* Ve y '"■/ 


E se il secondo recipiente fosse soppresso, si avrebbe con sem- 
pre maggiore semplicità 



279. Applichiamo queste formule al caso in cui il tubo sia 
per tutto di egual diametro, sicché per esso abbiasi a) = n, = n, 
e I) costante. Sarà 



* «• 8 * 


la quale espressione converrà poi sostituirla nei valori delle pres- 
sioni relative ai recipienti ed ai tubi, con che si deve per esse ot- 
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# 

tenere un risultato positivo altrimenti sarebbe tolta la continuità 
del getto. 

Quando il recipiente B è soppresso il valore di K che dovrà 
sostituirsi in questa formula sarà 

(1) "'"0 n,t=n. 

280. Allorché si faccia astrazione dalla r^istenza per la bre> 
vita del tubo, converrà supporre ii=0, cioè «C;=a0 e /3aa0, 
e però la (c] somministrerà semplicemente 




.11 



in cui K avrà in generale il valore (1), e ne’ varii casi parti- 
colari contemplali arqui.s(erà i valori (2i. (3), o (4). 

La pressione nel gorgo e nella vena contratta sarà tuttavia som- 
minìslrala dalla (jS'). E per le sezioni del tubo inferiori si avrà 


(d') 




Che se il tubo fosse annestato nel recipiente a seconda della vena 
contratta, sarebbe £=1; onde quest’ ultima diverrebbe 


(d"J 




nella qual formula si legge la regola del Bernoulli. 

281. Talvolta i tubi sono interrotti da diaframmi che ne r&* 
stringono le sezionL Abbiasi a cagion d* esemplo un diaframma 
sottilissimo di luce f applicato ad una sezione y del tubo. Sic- 
come accadrà la contrazione, tf sarà la luce effettiva del diafram- 
ma per cui passa il liquido. Supponendo che questi dopo la vena 
contratta tomi ad occupare la capacità interna del tubo che im- 
magineremo invariata per sì breve tratto, dovrà aggiungersi alla 
quantità A' il termine che si riferisce a una tale discontinuità, cioè 



Se il ristringimento si prolungasse per più di due diametri del 
tubo e poi ritornasse la sezione y, vi sarebbe ancora una nuova 
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discontinuità all* egresso da un tal diaframma prolungalo , per 
rui i termini da aggiungersi sarebbero i seguenti 




Se invece di un ristringimento vi fosse una varice ossia un ri- 
gonfiamento cilindrico di sezione/^, avrebbe luogo una discontìnuiià 
all* ingresso per essa varice , e una contrazione all* ^r^so, c 
però bisognerebbe aggiungere al mentovato valore di K i termini 


(ì-p)-Kt-O’ 


I valori delle pressioni dovrebbero essere modifìicati analoga- 
mente coir aggiunta de' termini che dipendono dalle introdotte 
nuove discontinuità. 

282. Molti sono gli interessanti problemi che si possono ri- 
solvere colf ajuto di tutte le formule stabilite in questo capitolo, 
ma soltanto di pochi ci sarà permesso occuparsi. La (c), a cagion 
di esempio si presta tanto ad assegnare la velocità dell’efDusso, 
date le figure dei vasi e dei tubi, quanto a sciogliere il proble- 
ma inverso di determinare la forma di codesti recipienti onde 
ottenere per LU un dato valore. 

Supponiamo che soppresso il secondo recipiente B si tratti sol- 
tanto di discutere la natura dell' eflliisso di un liquido grave per 
un tubo cilindrico rettilineo, inclinato alla verticale di un angolo 
<p, ed annestato al recipiente in luce aperta in lastra sottile L'e- 
quazione [li), osservando che ^"= /cosa eà R è costante, e fatto 
Tt=sn\ somministrerà , 

(à) nU=j/ ^ 

io cui K avrà il valore (t). 

La pressione nel tubo dedotta dalla [^'"j verrà determinala 
dalla 


(Ò') ^ 4- gR[l ->.) = -+ g[l - ).) [R - coso) 

r p p 

e la velocità I' sarà per lutto =LL 
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G qui si vede che posto cos-p =stR rimane la velocità deH'ef-* 
flusso indipeodente dalla lunghezza del tubo ed espressa da 



V 



mentre la pressione diventa costante per tutte le sezioni ed e^ 
guale a it. 

lo questo caso la componente gemo della gravità, parallela 
all'asse del tubo, è continuamente distrutta dalla resistenza gR. 
L’ inclinazione p che soddisfa alla propostaci condizione verrà 
determinata dalla 


R: 


•• cos:: = 


u 


^ 1(1 

n V ’fc' n*A' J 


Se poi si avesse cns?^ R , cioè se la resistenza fosse minore della 
gravità relativa ^cns?, L' crescerebbe all’ allungarsi del tubo, men- 
tre la pressione in una stessa sezione si renderebbe minore. Ac- 
cadrebbe il contrario ogniqualvolta fosse cosp^A: ossìa quando 
la resistenza superasse la suddetta componente della gravità. 

283. Possono applicarsi ancora le trovale formule ai brevi 
tubi addizionali per cui si considerano nulle te resistenze. La (d) 
ponendovi il valore (3] di K somministra per la velocità D dalla 
luce n di questi tubi applicati ad un orifizio ni scolpito io una 
parete sottile di un gran recipiente 



E se I’ annestatura fosse formala a seconda della vena contratta 
varrebbe la stessa espressione colla semplice supposizione di e» 1 . 

. Egli è però indispensabile, per la retta applicazione di que-* 
sta formula da cui sì deducono le portale dei varii tubi addi» 
zionali, che questi sieno proporzionali in guisa, e di tali sostanze 
costruiti, che il liquido dopo la contrazione torni nuovamente 
a rtempirne l' interna capacità , sicché V elllusso per essi abbia 
luogo a bocca piena. Perchè ciò accada, è mestieri innanzi tutto, 
che la pressione per tutta la conoide formala dal gorgo e dalla 
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VRna contraila, nonché per tutte le inferiori sezioni del tubo ad- 
dizionale, sia positiva. 

284. Se la prima condizione si verifl<'a facile sarà il persua- 
dercene mediante la [fo'] dove sì porrà per T. ossia per {/ il so- 
prascritto valore facendovi 

w = £ii, , e 2 = ?' 


con che si determinerà la pressione nella sezione della vena con- 
tralta che è la minima: dovrà dunque essere positivo il valore 
di p tratto dalla seguente 



La seconda condizione rimarrà poi soiidisfalla ogniqualvolta per una 
sezione del tubo , alla profondità E dall' imboccatura ossia dalla 
vena contratta, sia positivo il seguente valore dì p dedotto dalla [(f) 



2S.5. Se il tubo è cilindrico la (e) riducesi alla 


(*') 


p 

p 


ir 

P 


a 


\ al*— »«H-i / p ^ «)» / 


e la [f] alla 


(D 





986. Le (e) e le [f) serviranno poi tanto per I tubi conici con- 
vergenti quanto per i divergenti supponendovi n, ^n, oppure 
n.^n; e per questi ultimi sarà facile assegnare il massimo rap- 


porto 


n 

«e 


che dà un valore positivo della pressione. 


Si noti che essendo : una frazione, 2: — 2s* sarà quantità po- 
sitiva, e cosi pure £’-h{ 1 — s)*; e di più questa ultima non po- 
trà superare 1' unità. 
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297. Quando anche la pressione entro il tubo fosse positiTa, ma' 
riescisse minore della pressione atmosferica ir, aprendosi in quel 
luogo della parete un piccolo foro, l'acqua non sortirà per esso, 
ed invece l’aria esteriore s' introdurrà ad interrompere la conti- 
nuità del getto. Da questa circostanza trae origine il fenomeno della' 
comunicazione laterale del moto descritto dai Venturi, il quale 
consiste nella proprietà di cui gode una vena fluida di attrarre 
e trascinare con se le vicine particelle dell’ acqua e dell* aria. 
L’attento esame delle [e), (/), (e') ed (/^ ci renderà manifesto, 
tanto per i tubi cilindrici quanto per i tubi couici conver^nti 
o divergenti, i casi in cui ciò possa accadere. 

288. Supponendo a cagion d’ esempio £i=sl, cioè nulla la con- 
trazione, e ^"=0 vale a dire l’asse del tubo orizzontale, si vede 
che per il tubo cilindrico si ha costantemente p=s7r; sicché l’a- 
cqua vi scorrerebbe egualmente anche scoprendolo superiormente 
a guisa di doccia. Per i tubi convergenti o divergenti, all’origine 
del tubo si avrebbe 



onde la pressione riescirebbe maggiore dell’atmosferica per quelli, 
minore per questi. 

289. Assicurati mediante le additate verificazioni, che per tutto 
il gorgo, e per tutte le sezioni del tubo addizionale sia la pres- 
sione positiva, e quindi ripiena l' interna' capacità di esso, la for- 
mala {E) potrà servire a calcolare la velocità dell’ efflusso; e 
moltiplicandola per la sezione dello sbocco somministrerà la por- 
tata nell' unità di tempo. 

Limitandoci a parlare de’ tubi ad orizzontale, osserve- 
remo che essa riducesi alia 



La quale confrontata colla velocità corrispondente ad una 

nuda luce cl dimostra che I' aggiunta del tubo diminuisce sem- 
pre la velocità sia esso cilindrico o conico, a meno che non si 


a 
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possa supporre £sal; il che sarebbe permesso quando l'aone-* 
statura secondasse I' andamento della vena contratta. 

. , Ciò non pertanto I* applicazione del tubo addizionale senza se- 
condare la vena può produrre portala maggiore in quanto die la 
velocità deve essere moltiplicata per la sezione dello sbocco, e que- 
sta ne' tubi cilindrid o divergenti è sempre maggiore della sezione 
Eti della vena contratta per cui conviene moltiplicarsi la velocità del- 
r acqua effluente dalla nuda luce onde ottenerne la portata. Chia- 
mando dunque q la portata per l' orifizio n,. e q' quella pel tubo 
addizionale la cui estrema sezione è n, avremo 

q = in.V^ 



E con queste formule si potrà vedere quali lobi aumentano, quali 
diminuiscono la portala. 

290. Allorquando il tubo è cilindrico 

l/ Y, 

'' l+G-l) 

per cui si vede che q' supera q. 

Se il tubo fosse divergente q' sarebbe sempre più grande; ma 
giova ripetere che in questa divergenza non si può oltrepassare 
il limite in cui la pressione fosse per diventare negativa. 

291. Se il tubo è annestato a seconda della vena contratta 
avremo 

q'=ny/^\ 

/ 

e se (? rappresenta la portata ni\^'2gZ' dèlia loce n, scevra da 
contrazione, per i tubi cilindrici si avrà q'=Q‘, q’'^Q per i di- 
vergenti; q'<C. Q per i convergenti. E ciò era ben naturale a pre- 
vedersi perchè in questo caso il tubo riunito al recipiente non 
forma che un solo vaso continuo, da cui sotto eguale carica sor- 
tirà tanta maggior copia di liquido quanto sarà piu grande la Iure. 
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392. L‘ esperienza va bastantemente d’ accordo coi resultati 
della teoria relativi ai tubi addizionali cilindrici che superano 
in lunghezza almeno due diametri del foro ma non tanto però 
da rendere sensibile la resistenza d' attrito. 

Lo stesso arcade rispetto ai conici convergenti, fuorché nel caso 
in cui, essendo molta la convergenza dei filamenti fluidi che sgor- 
gano dalla bocca del tubo, ha luogo esteriormente una nuova con- 
trazione. Allora la portala deve calcolarsi non più per la sezione 
estrema del tubo, ma per la sezione della vena contratta esteriore. 

Nei tubetti addizionali conici divergenti, rendesi poi più sen- 
sibile la diflìcoltà di ottenere I' efflusso a bocca piena, e però la 
portala efleltìva non corrisponde sempre alla teorica. Se però il 
tubo non è troppo divergente, se è formato di materia bagnala 
dal liquido fluente, e se la velocità di questo non è tanto grande 
da vincerne l’adesione colle pareti di quello, non sarà difficile l’ot- 
tenere un getto pieno e quindi un considerabile aumento di por- 
tala. E tanto meglio si riescirà a conseguirlo quanta maggior arte 
si porrà nell’ aprire la bocca del tubo, dopo averne scacciata in- 
teramente r aria atmosferica. 

Non desterà però meraviglia se nella ricerca sperimentale della 
forma più vantaggiosa dei tubi addizionali conici divergenti si ri- 
scontrano delle differenze di qualche rilievo. 

20.1. Osserveremo soltanto che allorquando la vena riempie 
tutta la capacità del tubo addizionale, esplorando la pressione me- 
diante alcune canne barometriche che comunicano colle varie se- 
zioni interne del liquido e pescano in una sottoposta vasca di 
mercurio, sì hanno dei risultati che presso a poco coincidono 
con quelli che si deducono dalla esposta teoria, la quale perciò ri- 
mane bastantemente comprovata. 

Ma dì tutti questi falli sperimentali , nonché delle osservazioni 
che si riferiscono ai tubi di lunghezza intermedia fra i brevi ad- 
dizionali e fra quelli che prolungansi oltre 400 volle il diametro 
dell' orifizio , parleremo altrove con maggiore estensione. 

294. Poco eziandio ci è concesso ora di aggiungere sulla re- 
sistenza che oppongono nei lunghi tubi le sinuosità, poiché il loro 
elTello non può essere valutato che spcrimenlalmcnlc. Ciò soltanto 
che la teoria ci addita, si é die trattandosi di tali sinuosità, per 
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etti il flttido scorresse io filamenti formali da linee curve bensì 
ma continue, non vi sarebbe perdita di forza; poiché la compo' 
nenie della velocità tangenziale che rimane elisa ad c^ni istante 
nel moto curvilineo, è un infinitesimo di second' ordine, laonde 
la Celerità dell' efflusso non rimarrebbe per questo alterata. 

Ma quand' anche nelle svolte ciò accada per le molecule che 
radono le parete pure esistono sempre dei filamenti che sono ri- 
flessi o dalle pareli stesse o da altre molecule fluide sotto angoli 
di grandezza finita, cangiando cosi istantaneamente direzione con 
perdita notabile di velocità. 

E dunque consentaneo alla teoria ciò che ha concluso Dubuat 
delle proprie esperienze, cioè che la resistenza delle svolle è pro- 
porzionale al quadrato della velocità del fluido, al numero degli 
angoli di riflessione che il filamento centrale prolungata in linea 
retta farebbe colle pareti del tubo, ed al quadrato dei loro seni. 

Avendo quindi un tubo di uniforme larghezza , per cui scorra 
il liquido colla velocità costante U,e indicando con u,a',a"...il nu- 
mero degli angoli eguali di riflessione del filamento centrale, e con 
i, i', i ''. ... le respetlive loro grandezze , il valore della resblenza 
sarebbe 

0,0I23l/*(asen. i o'sen.*i' -t- . . • 

e converrebbe nelle trovate formule all'integrale fRd'o, relativo 
alla resistenza d'attrito, aggiungere anche questi termini che rap- 
presentano r effetto delle sinuosità. 

295. Le formule generali che determinano gli sforzi sostenulif 
parallelamente agli assi, dai sistemi di vasi discontinui , serviranno 
ancora ad assegnarne i valori per i recipienti a cui sono adat- 
tali dei tubi o lunghi o corti, sinuosi o rettilinei; purché alla forza 
motrice dipendente dalla gravità si aggiungano anche le compo- 
nenti rettangolari delle resistenze di attrito, e di quelle prodotte 
dalle svolte, ma prese negativamente. 

CAPITOLO XII. 

Del moto per gli alvei 

296. Scorra un liquido grave, per un canale scoperto , ossia 
per un alveo di forma qualsivoglia formalo di un fondo e di 
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sponde di data figura , e alimentalo con influsso perenne da un 
amplissimo recipiente, e si vt^lia determinare la velocità,' e là 
pressione corrispondente ad una molecula e ad un istante qua*- 
iunque. v 

Questo problema dovrebbe essere risoluto generalmente, ritro- 
vando i valori di u, n, w che soddisfanno all' equazione della con- 
tinuità del $. 150., e determinandone le funzioni arbitrarie dipen- 
denlemenle dalle condizioni a cui è assoggettata la massa liquida 
che prendesi ad esame. Questi valori, essendo funzioni di x,y, x 
e (, converrebbe sostituirli nella equazione delie forze sollecitanti 
dalla cni integrazione si dedurrebbe la pre^ione io funzione delle 
atesse variabili. E ponendo finalmente d'pr=0 si otterrebbero le 
equazioni delie superfirie tutte di livello; fra le quali è compresa 
la superficie libera , quando si supponga premuta egualmente in 
tutta la sua estensione. 

297. Se la projezione orizzontale dell'alveo fosse rettilinea, 
e la sezione trasversale di esso costante , non vi sarebbe ragione 
(fatta astrazione dalle resistenze] che I' intera massa liquida non 
ai .movesse egualmente in piani verticali paralleli all' asse del 
canale medesimo , e però si potrebbero determinarne le leggi del 
moto con maggior semplicità riferendola a due soli assi coordi- 
nati presi in uno qualunque di codesti piani verticali. 

, Ma i risultamenli a cui saremmo guidati seguendo questi me- 
todi generali riescirebbero troppo complicati per essere di qual- 
che utilità alla pratica: per cui, riserbandoci ad altro capitolo 
r applicazione di essi, ci limiteremo per ora a considerare il molo 
del liquido siccome lineare, e ridollo a stato permanente, in guisa 
tale che la velocità media in ciascuna sezione trasversale sia in- 
dipendenlo dal tempo e pochissimo differente in direzione e in 
intensità da quella onde sono animate le molecule tutte in essa 
situate. 

298. Rappresenti i4.4' il profilo del pelo d'acqua superiore e 
Bff il profilo del fondo di un alveo qualunque, ed mum' il fila- 
mento che segue la linea direttrice che cominciasi a computare 
da un punto dato m. Queste tre linee devono essere per ipotesi 
insensibilmente inclinate tra loro, ed all' orizzontale, allrimeuli 
la teoria che si espone non sarebbe applicabile. 


Fif. SI 
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Fatte qaeste convenzioni si pongano le seguenti denominazioni 
Oz Asse verticale delle z. 

m Sezione verticale e trasversale della corrente precettata in yiB. 
a Simile sezione projettata in a/3. 

D — Raggio medio c= - . 


V Perimetro della sezione a a contatto coll’ alveo. 

F ed U Velocità medie in a ed in m. 

V ed P* velocità in oc ed in A. 

f' Angolo pochissimo difTerente dal retto che la direttrice forma 
in a colla verticale. 

f Angolo formato in dal proQlo del fondo colla verticale stessa, 
il quale angolo differisce pochissimo da ip* e da un angolo retto, 
sicché si può ritenere. ... < 

sen.7 = sen.ip', prossimamente eguale all’unità. 

Bi3, ma, Ax pressoché tra loro eguali , si rappresentino respetti- 
vamente con $, t', e o. 

/Sjà', aal che sono gli aumenti delle tre linee suddette, si pos- 
sono ritenere lutti =ds; poiché eguagliano la loro comune 
projezione orizzontale divisa respettivameote per i seni di 9 
di 9' 0 di 9" supposti eguali all’ unità. 

Ox retta orizzontale. 

|S« = A, Lx = z rette verticali. 

l Larghezza della sezione in x- 

L’ equazione (4) del §. 173. supponendovi il molo permanente 

per cui ^^^ = 0, ed applicata alla molecola che scorre alla su- 

perflcie secondo la linea AA',e fallo p = l, si ridurrà alla 

(o) p = cosl.-t- / Td'17 — 


ed estendendola da A ad nelle quali due situazioni 
sione è costante ed eguale a k, somministrerà 



Tdf! — 


r'*— u'^ 

= 0 

2 


la pres- 


Quesla equazione apparterrà alla superficie di livello, e si sa- 
rebbe anche ottenuta immedialatncnle dalla differenziale della (u) 
sup|H)nendovi d'p = 0. 
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299. Per la natura degli alvei in vece di ed l/' è permesso 
sostituire la velocità media F ed £/ delle respettive sezioni, e si avrà 





rzi£:=o 

a 


Il termine Tda è composto di due parti , la prima si riferisce 
alla forza acceleratrice di gravità ed è espressa da gdz; la se- 
conda alla resistenza di attrito, la quale come per i tubi si può rap- 
presentare con 


— gRd(jf 


ponendo 




Differenziando quindi la (6) ed osservando che 



5 = 2 -(- A, per cui 

dz = di;—dh, 

e che 

d^ == dscos.p , 

ds = d9 

si otterrà 

- 


(^) 

FdF = gdscos ip — 

• dh—'Rds. 


Chiamando 0 la portata costante , per ciascuna sezione avremo 
QssFusen.p’, e F=— 


e quando sia concesso supporre sen. 9 '=l potrà scriversi sem- 
plicemente 

Q = Vu, F=^ 

da cui 

d¥ 


Fatte queste sostituzioni nella (i4] essa riducesi alla 
(B) ^=dh — d${cos.‘f — R) 

dove 
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300. Io generale « sarà una funzione di A, é di *, e rosi pure 
si dica di 9 , onde 1’ equazione (B) si polrà ridurre a contenere 
le sole incognite z. ed A e perciò integrandola, si otterrà una re- 
lazione fra r altezza A della corrente, e la lunghezza * del pro- 
filo corrispondente del fondo ; e cosi darà a conoscere la natura 
della curva del profilo del pel > d' yrqua a partirsi da una deter- 
minata sezione della corrente. 

301. Quando le sezioni trasversali dell’ alveo sono tutte eguali, 
le corrispondenti sezioni della corrente saranno funzioni della sola 
A; e la differenza fra due sezioni vicinissime, a ed «a-t-dw, una 
di altezza A, 1’ altra di altezza A-t-dA, eguaglierà un rettangolo 
avente per base la larghezza superiore I dell’ alveo , e per altezza 
dA, onde si porrà 

d'j) = Idh. 

1 

La [B] convertesi in conseguenza nella 

— cni.f) ds[R — cta.f) 

(0 ***“ ~~Q^t ^ j 

S<a* “ « • i 

< 302. Se poi le sezioni dell’ alveo oltre essere tutte eguali fos- 

sero anche rettangole, si avrebbe 

0 ) cs /A , V = l + 2h 


^onde 




Ih ^ Ih l‘h^J 


E quando 1’ altezza A del liquido è molto piccola in confronto 
della larghezza l dell’alveo, si avrà prossimamente egua- 


le ad A , e però 


Quest’ ultimo valore di R può convenirgli qualunque sia la figura 
delle sezioni trasversali del canale, purché sia molto più largo 
che profondo. 
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303. Se si suppone r inclinazione <p del fondo costante, sosti- 
tuendo nella (C) per w il valore Ih , e per fi I’ espressione (/)) , 
si ott’ene una equazione a due variabili integrabile sotto forma 
Baita, la discussione della quale è ampiamente sviluppata nelle 
Noie ed Aggiunte del Prof. Mesetti alla Idraulica dell’ esimio 
Yenturoli e nelle Bicercbe idrometriche fatte dalla scuola degli 
Ingegneri Pontifici e pubblicale in Roma l’anno 182.3. Essa può 
dare un' idea della curva che dovrebbe avere il pelo d’acqua di 
una corrente che si muovesse per un canale rettilineo a sezione 
rettangolare di una pendenza costante, e soggetta alle resistenze 
uniformi di attrito, che ne rendessero il molo permanente. 

Ma in generale la pendenza costante e la regolarità dell’alveo 
non si estendono che per breve lunghezza , e però conviene trac- 
ciare la curva del pelo d’acqua per punti, servendosi dell’ equa- 
zioni {Cj, considerandovi dh e ds quali difi.rcuze finite e rite- 
nendo nello spazio per cui si dilunga quest’ ultima, la sezione , 
l, e coe.9 siccome costanti. 

304. Quando altrove avremo occasione di parlare dei rigur- 
giti , e delle chiamate dello sbocco , ci dovremmo servire di que- 
ste formule per determinare la natura della curva in cui si di- 
spone il pelo d' acqua in vicinanza di esse allorché il moto è ri- 
dotto a stalo permanente. Ed invero tanto nell’ uno che nell’ al- 
tro caso avviene che la corrente in una determinata posizione 
deve disporsi in tal guisa che la sua sezione trasversale sia diversa 
da quella che le eonverrebbe indipendentemente da queste circo- 
stanze locali. Si comincerà dunque da una tale sezione forzala a 
costruire la curva del pelo d’ acqua mediante le stabilite equa- 
zioni ; e cosi si conoscerà la relazione che passa tra la curva 
relativa al corso naturale e permanente del fiume , e quella in 
cui deve disporsi la sua superficie, o per cateratte o per altre 
opere che ne diminuiscono le sezioni, o perchè sbocca in altro 
recipiente in cui I’ acqua si trova a un differente livello. 

Vedremo però che le osservazioni che si sono raccolte dal- 
r esperienza non sono per questo lato abbastanza conformi ai re- 
sultati delle esposte teorie per poter sopra di queste serbare una 
intera fiducia. 

Ciò poi non deve recar meraviglia rillcllendo che il fon- 

11 
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damenlo sù cui abbiamo ba!<ali i nostri calcoli era l’ipotesi del 
molo lineare, la quale è ben lungi dal veriflcarsi, quando hanno 
luogo dei considerabili rialzamenti artiflciali del pelo della cor- 
rente, o dei forti abbassamenti in prossimità dello sbocco in un 
basso recipiente. 

Calando infatti a cagione d’esempio una cateratta che chiudesse 
da ripa a ripa il canale e lasciasse libera soltanto una determinala 
apertura , ridotto il moto permanente, l'acqua dovrà rialzarsi an- 
teriormente alla caltarata , e abbassarsi inferiormente in guisa che 
la velocità |>er 1’ apertura tale si renda da far passare tanto li- 
quido quanto ne passerebbe per una sezione naturale della cor- 
rente; stabilita questa altezza l'acqua superiore sembra come so- 
vrapposta alla corrente che passa per la sezione ristretta, senza 
parteciparne al movimento, quindi mal si apporrebbe colui che 
volesse risguardare il moto di tutta la massa siccome lineare. 

Vi sarebbe pari incompatibilità ad applicare l' ipotesi suddetta 
al molo in prossimità della chiamata dello sbocco; perchè gli strati 
su|)criori della corrente si inflettono descrivendo linee curve con 
velocità ognor crescente mentre gli strati più vicini al fondo sem- 
bra che meno modifichino il loro corso naturale. 

305. Accade sovente nei tratti regolari de' fiumi di poca 
cadenza, che il molo della corrente oltre essere permanente è 
anche uniforme, cioè che la velocità non varia da sezione a 
sezione, nè da istante ad istante; egli è evidente che ciò avrà 
luogo quando tutte le sezioni della corrente siano eguali, e però 
il pelo d' acqua risulti parallelo al profilo del fondo. 

A una tale condizione soddisfasi ponendo dh = 0 ossia 

gR = gcos.<p. 

Questa ultima che ci addila che 1' inclinazione del fondo deve es- 
sere tale che le resistenze uniformi distruggano continuamente la 
forza acceleralrice della gravità può anche scriversi 

(«■) = + = 

avvertendo al valore di R ed alla 
(F) Q = Vco. 
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La [E] e la [F) possono servire alla risoluzione di molti in> 
teressanti problemi d' Idrometria, assegnando il valore di due 
fra le quantità 

9* V, (V), F, Q 
date che siano le altre tre. 

306. Quando 1’ alveo è molto largo in confronto della pro- 
fondità abbiamo veduto che prossimamente si può porre 

aB=M, e V = 1 

e però esse diventano 

{^') fccos .9 = «F /5F*=(^ 

(/)') Q=Vhl. 

307. Se la sezione è un trapezio di cui b rappresenti la base 
corrispondente alla larghezza del fondo dell’alveo, h l'altezza, 
e 2nh la differenza fra il lato superiore opposto e parallelo alla 
base e la base stessa , avremo 

u = bh-+- nò» 
i; = 6-4- 2/t\/r+7P 
e quindi la {E) somministra 

(G) [aQ( 6 A ■+■ nò’) ■+■ /3Q’] [6 ■+■ 2ò \/l -t- n’] = cos. 9 ( 6 ò ■+■ nò») 

equazione di sesto grado rapporto ad ò mediante la quale si potrà 
risolvere I’ interessantissimo problema di assegnare I' alzamento 
del pelo d' acqua in un fiume di corso equabile aumentandone 
la portata in un dato rapporto. 

Potrebbe analogamente essere risoluto lo stesso problema qua- 
lunque fosse la figura della sezione purché essa si esprima per 
r altezza ò. 

Ci basti pertanto di avere per ora stabilite queste formule 
generali di cui si vedrà a suo luogo quanto importanti e varie 
siano le applicazioni. 
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CAPITOLO XIII. 

DM urto di una vena flwda. 

308. Scaturisca da uoa piccola luce n a piano verticale, e 
scevra da contrazione una vena fluida di densità p, e c(hi ve- 
locità U=\/^, e vada a percuotere normalmente una superfi- 
cie piana mobile con velocità ÌV nel senso stesso del getto. Sup- 
ponendo fV^V, la perdita di velocità che proverebbe la vena 
fluida sarebbe eguale ad e però, ripetendo le conside- 

razioni del §. 235. saremmo condotti all' espressione 

pn[v— fr)U 

per la misura dell’ urto diretto soflerto dalla data superficie. 

Quando poi la superficie urlata fosse ferma, questa misura 
riducesi alla seguente 

(1) /jnl/*e=s2.5g^n 

Da cui rilevasi che 1' urto diretto di una vena fluida contro un 
piano immobile che le tolga tutta la velocità ad esso normale, 
eguaglia il peso di un prisma liquido avente per base la sezione 
della vena e per altezza il doppio di quella cui è dovuta la ve- 
locità della vena urtante. 

Quando il piano urtalo sia di area AF<n la misura dell’urto 
diverrà 

(2) fiVP>==2op?iV. 

Se ben si osserva il valore della percossa dirètta, rappre- 
sentata dalla [1), e si confronti coi risultati ottenuti al §. 210. 
si vedrà che è precisamente eguale in intensità alla forza di rea- 
zione cbe risente il recipiente in senso opposto alla direzione 
del getto. 

L’ (‘sposta teoria dovuta al Newton suppone che il piano ur- 
tato abbia suffiriente estensione perchè i filamenti della vena flui- 
da rhe lo inronlrano perdano contro di esso tutta la propria ve- 
locità normale; (|uindi è facile immaginare che allorquando ciò 
non accada I' urto deve riescire minore. Al contrario invece suc- 
cederà se la vena dopo l’ urto è obbligata da un bordo sporgente 
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che contorna H piano urlato a prendere una direzione che forni 
angolo ottuso coll' asse della vena. 

309. Di tutto questo rende plausibile ragione la seguente teoria 
fondata sui princìpj generali di idrodinamica. 

Si consideri la vena urtante, contro una superficie simmetrica pig. >3 
attorno I’ asse della vena stessa , siccome composta di un fascio 
di filamenti fluidi i quali giunti in prossimità della superficie si 
inflettono descrivendo linee conv^se verso l'asse, e intorno ad 
esso simmetriche, e strisciando lungo una conoide liquida che 
rimane ferma contro la superficie stessa. Rappresenti la figura 
una sezione per 1' asse di questa conoide ohà e di due filamenti 
diametralmente opposti nm' nm'. 

Ridotto il moto a stato permanente e prendendo l’asse della 
vena per asse delle x la somma degli sforzi che tutti questi fila- 
menti sopportano nel senso dell' asse sarebbe dato dalla formula 
seguente dedotta dalle (15) del §. 182. 

2./’cos./x = v/XdH — pl.dn» U- 

in cui dn e la sezione trasversale dei filamenti nella luce n dove 
sortono paralleli all’ asse e dove cos.i4 = 1 ; e dm' è la sezione 
dei filamenti ove abbandonano la superficie urtala, formando un 
angolo A' coll' asse della vena , che può essere qualunque. 

Questo sforzo prendesi per la misura dell’ urto R sostenuto 
dalla superficie opposta alla vena. 

310. Dipendentemente dai valori che si attribuiscono agii an- 
goli A A' ed alle sezioni dm' e dn, codesto sforzo può essere po- 
sitivo, zero, o negativo. Ma lasciando anche a parte quest’ ul- 
timo caso che corrisponde a pressioni negative e quindi a getto 
discontinuo, sembra che cogli altri dar si possa una qualche ra- 
gione del singolarissimo fenomeno della specie di succhiamento 
che accade, di un disco opposto direttamente all’urto di una vena 
fluida che esce velocemente da un furo praticato nel centro d| 
un altro disco. Infatti basta supporre che la prossimità di que- 
sti due dischi obblighi, nello spazio tra essi compreso , i filamenti 
fluidi a prendere tale figura che il rapporto che ne deriva fra dm'. 
e dn renda questo sforzo minore della pressione peateriore sof- 
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feria dal disco opposto all' urto, per quanto piccola questa possa* 
immaginarsi. 

311. Ma quando si supponga che i filamenti fluidi abbando^ 
nino la superfìcie urtata con la stessa velocità D conviene che 
le bocche dm' dei medesimi eguaglino la loro sezione dn corri- 
spondente all’ orifìzio. Quindi annullandosi, il termine J-Xdt^ se 
la vena è ad asse orizzontale si avrà semplicemente 

Ji =: — pf7*2.dn(cos.i4' — 1) 

ossia 

R=pU^n{i — COS.4 '). 

Quando la superfìcie urtata è piana, e i filamenti sortono paral- 
lelamente ad essa si porrà 


cos./4'= 0 

laonde 

R=t pV^n=2pg^ 

come dalla precedente Teoria Newtoniana. 

Se la superfìcie urlata è piana e poco estesa , oppure con- 
vessa verso il getto sicché i filamenti , nell’ abbandonarla, for- 
mino coll'asse 1’ angolo acuto t|'> sarà 

R = j5Z7’n(l — cos.(|i]. 

Se invece la superfìcie urtala fosse piana e con un bordo rivolto 
verso la luce, oppure concava in guisa che i filamenti fossero 
costretti a ripiegarsi formando alla loro sortila un angolo ottuso 
90 -H il» coir asse della vena, si avrebbe 

fi s= |o£7*n(l -t- sen 

quantità che pu^ divenire doppia del primo valore di fi quando 
</«s=90°; cioè quando i filamenti sono obbligali a retrocedere in 
direzione opposta all* urto. 

Alcune esperienze del Morosi vanno pienamente d’ accordo con 
questi risultali. 

312. Venendo ora a parlare degli urli obliqui mostreremo da 
prima in qual modo si calcolano colla teoria Newtoniana seb- 
bene f esperienza non verifichi le conseguenze che da essa si de- 
ducono. 
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Formi il piano urtato da tutta la vena di sezione n un an- 
golo colla direzione della vena medesima la cui velocità de- 
compongasi nelle due Ucos.'p, 1/sea.f parallela la prima, normale 
r altra al piano dato. Quelia non produce urto mentre questa 
rimanendo elisa dalla opposta superficie, sarà la sola che ser- 
virà a calcolare lo sforzo normale della massa urtante pnl/dt che 
però sarà espresso da pV'nsea.tp; e volendo la componente di que- 
sto sforzo parallelamente alla direzione del getto si troverà ra[v 
presentata da 

pnU’sea.^ip. 

Con queste formule , considerando le superficie curve siccome 
poliedriche di infinite faccie, si potrebbe calcolare l’urto contro 
una superficie curva qualsivoglia opposta all' urto di una vena 
fluida ; e per facilitare una tale ricerca si osservi che essendo N 
r area del piano obliquo percosso in tutta la sua estensione da 
una vena di sezione n si avrà 

n = iVsen.tp 

perchè n sarà la projezione ortogonale di iV; e quindi l' urlo nor- 
male diverrà 

pNU'ien.^ip 

e la componente di esso parallela al moto 

313. Si trova un’ analoga espressione dell' urto obliquo con- 
siderando la vena qual fù descritta al §. 309 e siccome composta 
di un fascio di filamenti che abbandonino il piano urtalo con di- 
rezioni ad esso parallele, e con velocità eguali tra loro, ed a 
quella della vena urtante. Infatti prendendo a considerare due fila- 
menti qualsivogliano , diametralmente opposti, cioè esistenti in 
piani che passino per I’ asse della vena , è certo che se uno for- 
ma allo sbocco un angolo B colla direzione delia vena , 1' altro 
dovrà formarlo colla direzione stessa di 180° — 6. E però se lo 
sforzo dovuto al primo filamento nel senso dell’ asse è 

pdnP(l — C0S.9) 

pel secondo sarà 
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pdn[/^(l -f- C0S.6) 


Dunque prendendo la somma lotale degli sforzi sostenuti da 
tutti i filamenti si otterrà per espressione pnU\ e lo sforzo eser- 
citato da tutta la vena perpendicolarmente al piano sarà 

pnV^n.^ 

come sopra. 

314. Chiamasi indefinito un fluido contenuto in un canale o 
in un recipiente di dimensioni amplissime in confronto di quelle 
dei corpi che in esso si immergono. 

Se si suppone il fluido animato dalla velocità equabile V, e 
si muova con esso un prisma totalmente immerso, e coll’asse 
orizzontale situato nella direzione del moto, è evidente che le 
superficie di questo prisma proveranno tutto aH'intorno delle pres- 
sioni le cui componenti orizzontali si distruggeranno nella stessa 
guisa «ome se tutto ii sistema fosse immobile ( 66 ) e però in 
vii tù di queste pressioni cui daremo il nome di Idrostatiche non 
avrà luogo verno urto o eccesso di pressione della massa fluida 
contro il corpo immerso. 

Ma se si immagina che il liquido, sia bensì in molo nel senso 
dell’ asse del prisma immerso, ma che questo resti fermo ed espo- 
sto all’ urto della corrente, i filamenti fluidi che dovrebbero pas- 
sare per lo spazio da esso occupalo, cominciano a ripiegarsi un 
poco prima di incontrarlo, e lasciano tra essi e la base anteriore 
del solido una piccola prora fluida, lo lambiscono quindi lateral- 
mente, poscia si ricongiungono dietro la base posteriore compren- 
dendo una prora fluida e formando secondo Poncelet de’ moti vor- 
ticosi successivamente in alterne direzioni, i quali moti vanno 
via via allargandosi, e finiscono per perdersi interamente. 

315. Qualunque, però siano le figure dei filamenti percorsi, 
se P rappresenta la pressione idrostatica corrispondente alla se- 
zione dn di uno di essi presa nella situazione ove cominciano ad 
inflettersi anteriormente all' incontro del prisma e dove hanno la 
comune velocità U della corrente, supponendo ridotto il moto a 
stato permanente, la pressione per un'altra sezione da del fila- 
mento medesimo sarà espressa da 



tr 
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Prendendo quindi la risultante di tutte le pressioni esercitate dai 
varii filamenti fluidi contro gli elementi superficiali della prora 
e poppa fluida e del corpo immerso, per ottenere la misura 
dello sforzo sostenuto da questo nel senso del moto, evidente- 
mente si avrà un risultato avente per fattore comune U*i impe- 
rocché la pressione idrostatica P che è quella che avrebbe luogo 
anche supponendo il sistema in quiete, produce deile componenti 
orizzontali, che esercitandosi tutte intorno ai solido si distrug- 
gono Kambievolmente. 

316. Quello che si dice del prisma, si può ripetere di un corpo 
immerso di qualsiasi altra forma; e se si ammette che per più 
corpi solidi simili le figure formate dai filamenti svolli dalla loro 
primiera direzione sieno simili, è permesso concluderne che lo 
sforzo che esercita un fluido, indeflnito contro un corpo total- 
mente immerso, sia primieramente proporzionale ad U*, e che 
per i corpi simili sia proporzionale al quadrato delle loro dimen- 
sioni omologhe. 

Si è dunque convenuto di rappresentare codesto sforzo R nel 
modo seguente 

ponendo y= peso specifico del fluido, N= massima sezione tra- 
sversale del corpo immerso ; e indicando con m ed m' due coef- 
ficienti numerici da determinarsi coll'esperienza, variabili per i 
corpi di forma diversa; e relativi, il primo alla figura che pren- 
dono i filamenti fluidi anteriormente alla massima sezione N, e 
corrispondente I* altro alla figura che assumono inferiormente. 

317. La forma di questa espressione che rappresenta l’urto di 
una massa fluida indefinita contro un solido fermo in essa im- 
merso, vale anche pel caso in cui il corpo si muova nel fluido 
in quiete; ma secondo alcune poche esperienze pare che i coef- 
ficienti numerici m ed m' debbano in quest’ ultimo caso soffrire 
una leggiera variazione. 

318. Alcune modificazioni necessarie a farsi alle precedenti 
conclusioni sono in parte dipendenti dall' adesione delle molecole 
fluide tra loro che è tanto più sensibile quanto è minore la ve- 
locità , ed in parte dall’ elasticità del fluido che varia al variar 
della pressione. 
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Ma quello che può indurre nella trovala misura dell' urto 
una differenza di molto rilievo si è la distanza del corpo urtalo 
alla superficie della correnle; imperocché se questo invece di 
essere totalmente immerso rimanesse in parte sporgente, il fluido 
si rialza dalla parte anteriore e sì abbassa dalla posteriore di esso 
dando luogo cosi ad un eccesso di pressione idrostatica nel senso 
del moto che accresce l’ intensità dello sforzo. Di più i filamenti 
fluidi che lambendo le superficie laterali del corpo si abbassano 
dalla parte posteriore, acquistano una maggiore velocità che può 
rendere ivi la pressione di gran lunga minore di quella che ha 
luogo sul davanti. 

Ma dì tutte queste circostanze dell' urto, come pure della mi- 
sura della resistenza in canali angusti, meglio sarà riceverne lume 
dall' esperienza anziché pretendere dì darne teoriche spiegazioni 
partendosi da dati troppo vaghi ed ipotetici. 

CAPITOLO XIV. 

Del moto di un fluido eloitico per un vaso eotUinuo. 

•319. Abbiasi un fluido elastico mobile comunque per tubi di 
grossezza infinitesima, o di moto lineare per vasi di grandezza 
finita. Tenute le denominazioni del Gap. II. varranno in generale 
le seguenti equazioni 

i» 

( 2 ) ±=,Tda—VdV—^^ya 

e poiché si ha p = hp essendo §. (101.) 

(3) A = 2(l-t-«6) 
la (2] potrà integrarsi, e somministrerà 

( 4 ) h]oi.ps=scost.-\-jTda—^—jQ^da 
Supponiamo che il moto sia ridotto permanente sicché la den- 
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sità |9 , è la velocità V non variino col tempo; in tale ipotesi la 
tre soprascrìtte equazioni si riducono alle seguenti 

(5) ^'"»'=’cort. 

(6) ^='Tckr—VdV 

(7) Alog.p = C-h JTda— ^ 


nelle quali potrà annullarsi il termine jTd<J quando si faccia a- 
strazione dalle forze acceleratrici onde il fluido è animalo. 

320. Moltiplicando la (6) per la quantità costante pf'cùdt=pad(j 
ed integrando da un estremo all' altro della direttrice si avrà 


( 8 ) 




» J J tr , J , H"» 

Tfi)d<j.d(j ■+■ - mds — mds' — 

à t h * 


la quale equazione racchiude in se la dimostrazione del principio 
delie forze vive. 

Imperocché essendo ad<j I’ elemento di volume che passa nel 
tempo dt per la sezione a, dpada={p + dp — p)ad(j rappresenta 
la diflérenza dei momenti virtuali delle pressioni opposte p e 
p-y-dp che si esercitano contro le sue faccie normali alla diret- 


trice; e però dp.adi altro non è che la somma dui momenti 

virtuali di tutte le pressioni che hanno luogo sulle faccie opposte 
degli strati fluidi componenti la massa data. 

Dunque potremo enunciare la trovata equazione nel modo se- 
guente. 

La somma dei momenti virtuali delle pressioni che si eser- 
citano nelle faccie degli strati onde immaginasi composta la massa 
fluida, più la somma dei momenti virtuali di tulle le forze mo- 
trici che animano gli strati medesimi, eguaglia la semisomma 
della variazione di forza viva che subisce il sistema nel tempo 
df; la quale variazione, essendo il moto permanente, si riduce 
soltanto al cangiamento di velocità avvenuto negli strati eslremL 

321. Facciamo pertanto astrazione dalle forze sollecitanti, e 
ammettiamo per ipotesi che le pressioni n' e n rimangano costanti 
per tutto il tempo dell’ efflusso daH'inflma sezione n del vaso che 
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terremo coincidente coll' estrema m* del fluido. Ciò equivale a sap- 
porre che superiormente ed inferiormente comunichi il vaso con 
ampli gazometri» in cui le variazioni di densità riescano insen- 
sibili. 

Bitengasi inoltre la temperatura costante per tutto l’ interno 
del recipiente , altrimenti la h non potrebbe considerarsi costante 
nell’ effettuate integrazioni. 

Posto ciò la (7) estesa dall' arco i fino all’ arco a della diret- 
trice somministra 


( 9 ) 





ed sstesa per tutta la direttrice 


Osservando poi che 


queste diverranno 


ir' ir— 
Mog.- = 

T » 


nfFm — ir' t/n =pVn 




Da quest’ ultima si trae 



che è la velocità dell’ efflusso. 

Dividendo la (11) per la (12) si eliminerà la U, e si otterrà 
la seguente equazione che servirà a determinare la pressione in 
una sezione qualunque 
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Per ottenere la quantità di fluido q uacito nell* unità di tem- 
po daila sezione n colla densità basta moltiplicare questa den- 
sità per ni/, e si otterrà 

(15) q = fnV 

E volendo trovare il volume L che occuperebbe questa 
massa nel serbatojo che aveva la densità J , per la legge di Ma- 
riotte si esprimerebbe con 

(16) -nV=L. 

V 

322. Se la frazione n è un orifizio piccolissimo in tal guisa 
foggiato che per esso sgorghi il fluido in direzione parallela alla 

direttrice, trascurando il termine (S)’- confronto dell' uni- 
tà si otterrà semplicemente 


(17) 

V 


log.J 

(18) 

0 “ 


log.- 

T 



per le sezioni a comparabili con m; e per una sezione a com- 
parabiie con n 




(19) 

7T 9 « 

log. ^ 

(20) 

y=? "V^2àlog. 

(21) 

1 = 


Se r orifizio è praticato in lastra sottile sicché abbia luogo la 
contrazione converrà in luogo della luce n sostituire io tutte que- 
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sle formule la en, che è la sezione della vena contraila, ed il 
coeflicienle e varierà tra i valori 0,60 e 0,61. 

323. Se il serbatojo o gazometro che somministra il flui- 
do elastico al dato recipiente non fosse inesausto, la sua densità 

non sarebbe più costante, e però anche la densità p e la ve- 


locità V di uno strato qualunque diverrebbero variabili col tempo; 
quindi a tutto rigore non vaierebbero le formule stabilite, io cui 


abbiamo supposto 



Quando però si traiti di un ampio recipiente prismatico per 
cui u = m, e che si vuota per un piccolissimo foro n, i termini 


• (S)‘(?) 


sono piccolissimi, e però polendosi per un bre- 


ve istante considerare il molo permanente, la (18) rappresenterà 
con sufficiente esattezza la pressione in una qualunque sezione. 
Ma allorché vi si pone oì=tn evidentemente si soddisfa all' equa- 
zione medesima col valore di p = 371 ; e un tale risultato ci rende 
palese che per un dato istante la pressione in tutte le eguali se- 
zioni del recipiente è quella stessa del gazometro superiore. Nello 
stesso modo si può anche ritenere senza tema di grave errore 
che la velocità dell’ efflusso sia somministrata dalla (17). 

Ammesse queste ipotesi e detto R il volume del gazometro 

tilt 

unitamente al recipiente, e la differenza di densità che in es- 
so ha luogo nel tempuscolo di si avrà 
(22) = |/2Wog.^ 


con che si viene ad eguagliare la massa fluida escila nel tempo 
di dall’ orifìzio n alla massa diminuita nel gazometro superiore 
e nel recipiente. Si otterrà quindi 



per il tempo che impiega il fluido a passare nel recipiente dal- 
la pressione iniziale P alla pressione qualunque ir. 
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324. Se il fluido all’egresso per la luce n si spandesse in un 
recipiente di limitato volume h', sicché ivi la pressione n' non 
potesse considerarsi costante, ma bensì crescente all’ aumentarsi 
del tempo, indicando con f il valore iniziale di questa pressio- 
ne, per causa dell'invariabilità della massa contenuta nella capa- 
cità di tutti i recipienti, si avrebbe l'equazione 

RP-\-R'J^'=>RTt+R'Tt' 


da cui si trarrebbe il valore di tt' da sostituirsi nella (22); per 
cui si avrà il tempo t espresso da 


(24) t = 



dir 


325. Se il recipiente da cui sorte il fluido elastico avesse in- 
ternamente una discontinuità, per cui da una sezione n, si pas- 
sasse immediatamente ad una sezione m, di ampiezza maggiore 
si potrebbe tentare di risolvere il problema dell’ efflusso dalla 
luce n con metodo analogo a quello dì cui ci siamo valsi pel 
moto de’ liquidi ne' tubi discontinui. Infatti il fluido neU’escire 
dalla sezione n, animalo dalla velocità U, va ad occupare una 
sezione maggiore tn. ove ha luogo una velocità e però sof- 
fre una perdita di velocità che dà luogo in quest’ ultima sezio- 
ne ad una pressione maggiore di quella che ha luogo in n,. In- 
dicando quindi la prima pressione in n, con £ e la pressione in 
m, con B" ed applicando al primo, ed al secondo tronco l'equa- 
zione (12) otterremo 


(25) 


[hìog. 


n‘’[Pn* 


ir' 


T'n* ✓ I I > 

9 ( / 

t/»n* /I I 

1 »'*«• ) 


Se fosse permesso di considerare l’eccesso di B' sopra B cch 
me dovuto alla perdila V , — di velocità che soffre la massa 

sortendo dalla sezione n,, — fF,) sarebbe la 

fi m^h * 

misiiia di questa pressione addizionale, e però si avrebbe 


(26) 


F = 2? -t- C _L -H _1_ ) 

m Ji / 


Digilized by Googit 



176 

mediante la quale unitamente alle (25) si potrebbe eliminare B 
e B', e ritrovare il valore di U. 

Limitandoci però al caso in cui le sezioni n ed n, siano pic- 
colissime in confronto di m ed m, osserveremo che prossima- 
mente si ha B' = B, onde la semplice somma delle (25) ci som- 
ministra 


(27) 


Wog. 


ir' nr '^lPn^ r i 

ir » V 




2;ilog. — 
ir 


da cui 


326. Si potrebbe ancora colla scorta del Navier risolvere al- 
trimenti lo stesso problema servendoci dell’ equazione del prin- 
cipio delle forze vive cioè della (8) a cui si dovrebbe aggiunge- 

re il termine — [V , — ^,)»=ss 


/ it’n n*n \ • 


è la metà della forza viva perduta nel passaggio dalla sezione n, 
alla sezione n. Dopo la divisione per la quantità costante Tt'nVdl 
effettuando l’integrazione si otterrebbe 


(28) 


2Alog.J = P‘^l. 


( it'n n'n 


da cui si ricava il valore V espresso per B", e B. Ma poiché si 
può ancora integrare l’equazione del principio delle forze vive 
dalla sezione m, alla sezione n„ poscia dalla m, alla sezione n, 
cosi si otterranno due equazioni che legano assieme le quantità 
B,e B', mediante le quali si potranno assegnare I valori 
di queste ultime da sostituirsi nella (28) per dedurne l’ espres- 
sione della velocità dell’ efflusso. Il Navier ba tentato di appli- 
plicare queste formule al caso dell’efflusso per un tubo addizio- 
zionale annestato ad un gran recipiente, e vedremo a suo luogo 
che i risultati a cui egli è giunto non sono molto lontani da 
quelli somministrati dall'esperienza. 

327. Seguendo il medesimo illustre autore si potrebbero ancora 
calcolare le leggi dell' efflusso per i lunghi tubi , facendo nella (7) 
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JTd(ji=a-— JRda e rapprcsenlaodo con R la resistenza soflerta 
dal gas nell' interno del tubo; la quale resistenu suole cousider 
rarsi espressa da 

OJ * 


dove V ed hanno i significati del §. (274), e (3 è un coeffi- 
ciente da determinarsi coll' esperienza. L’ andamento del calcolo 
sarebbe analogo a quello additalo superiormente fuorché, conve- 
nendo calcolare per approssimazione I’ integrale 


/r,3F‘d'(7=/:i,3^^d’cr, 

■'ti' ■' u' «J* 


questo argomento sembrami più consentaneo a trattarsi nella 
Meccauica applicala. 


CAPITOLO XV. 

Delta propagazione dtlC onde nei fluidi elastici 

32?. Consideriamo un fluido elastico ed omogeneo, la pressione 
e la densità del quale siano per tulio uniformi nello stalo di equi- 
librio; e supponiamo che qualche porzione di esso sia rimossa po- 
chissimo da questa posi;^ione di equilibrio in guisa tale che per 
tutto il processo del iiioto le velocità de' suoi differenti punti 
siano mollo piccole, come pure le condensazioni e le dilatazioni 
che conseguentemente ne derivano. Sarà in tale ipotesi permesso 
di trascurare i quadrali ed i prodotti di queste quantità, e però 
le formule generali si renderanno piu facilmente integrabili. 

Se per maggior semplicità si pone ancora X = 0, Vs=0, Z=0, 
supponendo cioè il fluido non animato da forze acceleralrici , la 
equazione [H') del §. 156. che vale per un filamento fluido qual- 
sivoglia diverrà 

w 

329. Sia D la densità costante del fluido nello stato iniziale 
di equilibrio, corrispondente alla pressione n ed alla temperatura 
6; e alla fine del tempo ( per il punto qualunque m currispou- 

12 
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dente all' arco s del filamento cho si ronsidera , si rappresenti ia 
densità per 

p = Z>(H-3), 

essendo d una frazione piccolissima positiva o negativa, che espri- 
me neil* un caso una condensazione nell’ altro una rarefazione. 
Quando si supponga che non vi sia perdila assoluta di calorico 
nel momento in cui ha luogo la condensazione o la rarefazione, 
detta c la quantità onde variare dovrebbe la temperatura per 
produrre questo cangiamento di densità sotto ia stessa pressione 
7T, abbiamo trovato §.- (112) 

Se la temperatura fosse rimasta costante, sussisterebbe per la 
legge di Mariotte, ia proporzione seguente 

p : TT : ; f)(l -t- 5) : 

Ma poiché realmente varia la temperatura col cangiarsi della 
densità, cosi la pressione deve subire un aumento maggiore di 
quello che risulterebbe dalla stabilita proporzione; per cui si avrà 

p> 7r(H-3) 


e quindi si potrà supporre 

(1) P = 7T (1 + d •+- jS3) 


rappresentando con )5 un cucificienle positivo e indipendente da 
3. Avvertendo poi alla p=f>(l-+-5), si avrà ancora 


( 2 ) 




JtL\ 

i-ha6j ' 


Osserviamo inoltre che la pressione p può anche esprimersi 
colla formula 

p r= A i(l ct[6 -t- a)) 


in cui indichiamo per ora con a la variazione di temperatura 
che ha luogo nello strato preso in considerazione. Avvertendo 
quindi che 

7ts=*0(l + St*) 

essa si ridurrà alla 
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(3) 


P = Jp(»+7^b) 


Dal confroDlo della (2) rolla (3] chiaro ne emerge che ^£ = a» 
e rammenlandoci §. (109) che 

7 = 1+7 

se ne dedurrà 

/S=7-l, 

nelle quali espressioni 7 ha il signlQcalo che gli si attribuì al pa- 
ragrafo medesimo. 

330 . Premesse queste considerazioni generali, e fatte le oppor- 
tune sostituzioni nella ( 1 ), essa riducesi alla 

p = 7r(l-h7d) 

~da cui 

dp SS! fndd ; 

otterremo quindi 

E quando sia permesso di trascurare le potenze di 5 

XL 

D 


•/a il 


dove per brevità si è posto 
La (a) diverrà perciò 




da cui 


<S)=©- 


Ponendo V s= , con che si suppone il trinomio 
udx -I- vdy + todz= Vd$ 


differenziale esatto, e rappresentando con k una funzione da de- 
terminarsi di X, y,t e t, la (a) sarà integrabile, e somministrerà 
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(4) «-3=-(S)' 

Tale è la trasformazione che ha subito 1' equazione delle forze 
sollecitanti. 

331. Veniamo ora all' equazione della continuila e vediamo 
in quali rasi si possa ridurre più semplice. Se supponiamo da|>- 
prima che il fluido elastico sia contenuto in un tubo cilindrico, 
si potrà considerare il du, cioè la sezione trasversale costante e 
di qualunque grandezza, onde essa riducesi alla 

e poiché 

(2)='>(S) 

potremo scrivere 


ponendo D in luogo di p, trascurando il prodotto 

e sostituendo in luogo di e di e 

essa si trasforma nella 

w (S)=<S) 

equazione della forma di quella delle corde vibranti, e che po- 
trebbe essere integrata con metodo analogo a quello usalo nella 
Meccanica. 

312. Ma per mostrare come si possano anche altrimenti de- 
durne le leggi del moto che si considera, partiremo dal notissimo 
integralo completo della suddetta equazione (c) 


k =ff$ -t- at) 4- F[$ — al) 

in cui f ed F rappresentano due funzioni arbitrarie da determi- 
narsi. Facile sarà quindi il ricavare dalla medesima le espressioni 
della velocità F e della dilatazione S che saranno le seguenti 
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r=(i;)=n> + "') + P(<-") 

333. SiipiMìniamo che sollanlo a una piccola porzione di flui- Fig. n 
do compreso fra 

S's=y4B'=3 — a ed ÀBess x 

sia impresso un molo iniziale; e P'e=:^[$), S=f[s) siano fun- 
zioni arbitrarie date che rappresentino le velocità, e le conden- 
sazioni che si attribuiscono a una tale porzione di colonna flui- 
da nel primo istante del moto. È evidente che queste funzioni o 
continue o discontinue saranno asso;;geltale alla condizione di es- 
sere nulle per lutti i valori compresi fra s = «ed s = os, e fra 
*= — « ed » = — 00 , e rimarranno cognite ma totalmente ar- 
bitrarie e indipendenti fra loro per i valori compresi fra $=x 
cd s = — 'X. 

Ponendo dunque t = 0 nei trovati valori di /’ e ù, si dovranno 
ottenere queste date espressioni , e però si avrà 

a^s] = F\$) — fX$) 

mediante le quali si determineranno le forme di /*(«), e P(s) 
espresse per ^ e per <p. Eseguendo infatti T eliminazione si ot- 
tiene 

ns) = '^-~ ^ 

e perciò i valori di T' e di ò diverranno 

V == 1 [.f (s -I- at) '}[s — at) — oC?(s -t- ot)— ?(s — ai))] 

3 = -^ — “*)) — - “'))] 

siccome poi le i|'(s) e p(s) sono nulle per tutti i valori che non 
sono compresi fra t = x ed t=s — x, così bisogna concludere che 
le «(^(n-ai), »]/(* — ol), f(s-+-ot), 9 (* — oi) saranno nulle per tutti 
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i valori di < compresi Ira a e — a quando il tempo I sia late 
che renda a(^2«; dunque tanto la velocità quanto la condensa- 
zione nella porzione DB' soggetta allo spostamento iniziale diven- 

goDO nulle dopo un tempo iz= — . 

334. Consideriamo un punto JV ed un punto M' alia respet- 
tire distanze s' e — »' dall' origine A. Il primo punto sarà ani- 
malo da una velocità, soltanto pel tratto di tempo in cui s ' — al 
sia compreso fra « e — «, ed il secondo per I' intervallo in cui 
— l'-t-ot sia intercetto fra i medesimi limili. Cominceranno quindi 
essi a muoversi tostochè sia 



e termineranno qoando sia divenuto 

/'-I- * s' — a *« 

t = = 1 . 

* a a a 

Da qneste considerazioni quindi ne emerge che tanto da una 
parte quanto dall' altra del punto A si prop.iga il moto colla ve- 
locità costante a, che per ciascun punto della colonna fiuida dura 

per un tempo eguale a —, e che si mettono successivamente in 

moto delle porzioni di colonna fluida di lunghezza 2x animate 
da velocità, e sottoposte a condensazioni o dilatazioni eguali pre- 
cisamente a quelle relative allo spostamento iniziale della por- 
zione BB'. 

Si dà il nome di onde alle varie porzioni di colonna liquida 
che successivamente si muovono similmente alla porzione che ha 
subito lo spostamento iniziale. 

335. Siccome I' equazione della continuità è soddisfatta da una 
serie di funzioni 

k=f[s + f\s — a() -4- /■.(*, 4- al) + al) 

computando le rette s. $, sull' asse della colonna fluida data , ma 
partendosi da un'origine qualsivoglia, cosi si potrà soddisfare con 
cias'*una coppia di esse a varie condizioni iniziali. 

Dipendono queste condizioni dai diflerenli spostamenti origi- 
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narj del fluido, corrispondenti ai punti A, A' ... . da cui si com- 
putano rispettivamente le rette c, i 

La velocità di una molocula qualunque dopo un tempo ( es- 
sendo rappresentata da F = P®*" valore 

Y=C{$ + at)+ F[s — al) + ^'C*. +F.'[s,—al} 

e si vede che sarà la somma delle velocità dovute parzialmente 
a ciascuno spostamento iniziale. 

La condensazione parimente avrà la seguente espressione 

— f/i.i — al) ec. . . . ^ 

cioè sarà essa pure eguale alla somma delle condensazioni o di- 
latazioni parziali dovute a ciascun originario spostamento. 

Su queste considerazioni è fondato il principio della coesistenza ' 
di-ila propagazione di varj sistemi di onde prodotti da differenti 
spostamenti iniziali. 

336. Supponiamo di prendere soltanto due origini A ed y/' 
distanti fra loro dell’intervallo AA'=:2c^2<x e immaginiamo che 
in A ed A' abbiano luogo due eguali spostamenti iniziali per un 
tratto 2x ai di quà e al di là delle origini medesime. Poiché in 
tal caso si ha s = 3c-«-s, ossia i,=3 2c>— s converrà che F e 3 
rappresentino tali funzioni 

<!,(*) -t- t|/(2c — s), (p($)-h^2c — »), 

che quando ( = 0 siano nulle per tutti i valori non compresi fra 
gs=x ed * = — a e fra 2c — s = a e 2c — »= — a; a queste 
condizioni soddisfasi ponendo 

F— (p's -t- al ) -4- a<p[$ — al) — o(p{s -4- oi) — 9(1 — al))^ — 

— s-4-ol)4-aif(2c — $-<Ll)-l-a{‘^2c — s-t-ol) — <p{2e — s — ol))^ 

! a(9(s - 4 - al) -4- 9{s — ol)) — ((|{s - 4 - al) — i|.(s — al)) 

— a(?(2c — * -4- al) -f- 9 ( 2 c — 1 — ol))-h 
tp[2c~—s-+- al) — d-(2c — s — al). 
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337. Prendasi a considerare la velocità di un paolo qualun- 
que M compreso fra i4 ed i4', e siano AM, ed A'M maggiori di 
a.. Evidcntcmenle per qneslo punto essendo 2c—t, ed s maggiori 
di a le funzioni 

ip's-hal), c(s + al) 
d-(2c — s-t-al), <p(2c — s-t-ol) 

saranno nulle. 

Quindi per esso punto la velocità sarà espressa scmplieemeu- 
te da 

V S=-^ — cU)-hp{t — al)) — Ip{2c — s-»-ol)-+- y(2c — i — ol ) ) 

e la dilatazione da 

3 = ^ [a? (s — al)-^- 4'(s— ut) — a?(2c — i — al] — (2c+ s — a/)] 

Per risulla sempre, indipendmtcmenle da l, r=0, 

dal che rilevasi che lo strato cqiiidislanle ai due spostamenti ini- 
ziali ed eguali, rimane sempre immobile. Ma se AM=s è mi- 
nure di e ma sempre maggiore di a, si vede che allorquando s — al 
diventa eguale ad a esso comincia a muoversi ed il suo moto 
dura finché s — al non supera — a. 

Dunque comincia a muoversi per 1= — ~ , dura il suo moto 

a 

per un intervallo eguale a — e poi si ferma, e tutto questo di- 
pendentemente dal sistema di onde propagato da A verso ^4'. Ma 
quando 2c — s — al diventa eguale ad a, cioè passalo il tempo 

’ s a 

1= torna esso punto a muoversi dipendentemente dal 

sistema di onde propagalo da A' e dura il suo moto per un altre!- 

^et 

tanto tempo — . 

a 

3-38. Siccome nello strato corrispoudcnle ad s = c abbiamo 
ronlinuamcnle r=0, così e palese che potrebbe esservi un dia- 
fragma immobile, e le condizioni del moto non ne rimarrebbero 
per questo menomamente alterate. Si deducono quindi dall’espo- 
sta teoria le leggi della propagazione delle onde di una colonna 
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fluida cilindrica verso nn piano fisso normale alla loro direzione, 
e della riflessione di esse operala dal piano medesimo. Il primo 
molo che abbiamo visto accadere al punto qualunque M deriva 
dal sistema di onde propagato da A, il secondo dal sistema di 
onde riflesso dal piano fisso stabilito in />, I' uificio del quale 
è analogo a quello che compirebbe un altro sistema di onde egua- 
li propagate da un punto A', talmente situalo che AA fosse dop- 
pio di AD. 

339. La velocità con cui si propaga il molo dall' origine A lun- 
go la retta indefinita A A abbiamo veduto essere rappresentala 

Se dunque si conosce il rapporto ^ fra la pressione 7 e la 

densità D del fluido alla data temperatura , e se si misura la ve- 
locità della propagazione delle onde per un tubo cilindrico si avrà 
mezzo di determinare 7 ; cioè il rapporto fra i calorici specifici 
a pressione costante e a volume costante del fluido medesimo. 

340. Suppongasi per un' altro esempio di avere una massa 
d’ aria estesa per tutti i versi e che le sia comunicato, attorno 
un punto fisso che prendesi per origine delle coordinale, uno 
spostamento eguale in tutte le direzioni. 

In tale ipotesi le velocità delle molecule situate in superficie 
sferiche aventi per centro l' origine, saranno tulle eguali e dirette 
secondo i raggi, e però la velocità F di una molecula qualunque 
a cui corrisponde un raggio vettore r sarà una funzione di r e 
I, e cosi pure si dira della condensazione. 

Di più da sarà 1’ elemento di una superficie sferica di raggio 
r, e però sarà proporzionale ad r% e quindi l'equazione della con- 
tinuità si trasforma nella 



che può anche scriversi còsi 



la quale con sostituzioni analoghe a quelle operale al 331 si 
converte nella 
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questa Analmente equivale alla 



il cui integrale completo è 

rp=sf[r-+-al) + F{r — al). 

Avremo quindi le seguenti espressioni della velocità e della 
condensazione 


^ ®0 P'i’’ — <w)— f[r — m)) 


3 =^l(^(r — 01 ) — /(r ■+■ 01 )) 

e queste funzioni dovranno essere determinate dipendentemente 
dallo stato iniziale. 

Bimetteremo al trattalo del Sig. Poisson per ulteriori dettagli 
sù questo argomento il quale, in ciò che risguarda all' applicazione 
alla Teoria del suono, più alla Asica Matematica che a un corso 
elementare di Idraulica appartiene. 


CAPITOLO VI. 


CoMiderazioni generali sul movimento de' liquidi, 

341. Quando si considera il moto dei fluidi per fliamenti co- 
stituiti da una serie di elementi che vanno ad occupare succes- 
sivamente gli uni il posto degli allri abbiamo veduto con quan- 
ta maggiore facilità si possono integrare le equazioni fondamen- 
tali dell’ Idrodinamica applicate ai difierenti particolari problemi 
che ci siamo proposti di risolvere. 

Ci sia ora concesso di istituire alcune brevi considerazioni 
generali relative al moto dei liquidi dedotte dalle equazioni che • 
al medesimo si riferiscono. 

Si richiami a tale oggetto l'equazione seguente delle forze 
sollecitanti in cui per semplicità supporremo p — i 
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P = C^jTda^j (J)*; 


e r integrazione in essa indicata dovendosi effettuare longo l'asso 
del filamento che si considera , la C sarà una funzione del tem- 
po e delle altre quantità considerate costanti nell' integrazione : 
egli è perciò che questa funzione può essere diversa per ciascun 
filamento. Se a cagion d’esempio 9 (x', p'. z')=0 rappresentasse 
una superficie del liquido a cui facessero capo normalmente tut- 
ti i filamenti onde esso è composto, e che ivi fossero note le 
velocità e le pressioni variabili da punto a punto di una tal su- 
perficie, e variabili col tempo, C sarebbe evidentcnicute una fun- 
zione di y', z' e (. 


Si osservi inoltre che pofrà ottenersi quando ab- 

biasi — condizione si verifica sempre alior- 


Vdt = udx -t- i dy 




differenziale esalto di una funzione K di x, y, z, !•, poiché in ta- 
le supposto diventa e quindi 

Può essere però che si verifichi la prima condizione, che è 
la sola necessaria alla possibile integrazione di 
za che sussista la seconda. 

342. L'equazione della continuità trattandosi di liquidi incom- 
pressibili riducesi alia 


che integrata somministra 

Vda = P 

in cui la oltre essere funzione arbitraria del tempo deve, al 
pari della C, considerarsi funzione delle altre quantità risguar- 
dale siccome costanti nell' effettuata parziale integrazione. Potrà 
dunque essere variabile da filamento a filamento, e la sua for- 
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ma dipenderà dai diversi valori rhe arqnisla il prodoUo FJa 
nelle diverse sezioni dei filamenli corrispondenti alla superficie 
9 (x’,y'. s') = 0. 

Chiamando quindi fV la velocità che ha lungo nella sezione 
dm del filamento preso ad esame e situata nella mentovata su- 
perficie avremo 

Yda, = fFim = B. 

e ìf' sarà una funzione nota ma totalmente arbitraria di x'.y'.z', 
e di (. 

313. Siccome da è una sezione trasversale di un filamento 
qualsivoglia, e di figura arbitraria, se si immagina tracciata 
nell' interno del liquido una superficie che passando per il pun- 
to m dalie coordinate x,y,x, tagli normalmente tutti gli assi 
dei filamenti onde esso fluido è costituito, potrà considerarsi co- 
me il differenziale dell’area della superficie medesima; e però in- 
dicando con dX, dV due archetti tracciati su di essa, e che for- 
mino tra loro angolo retto nel punto m, potremo porre 

da =s dXd/' — rr'didi' 

in cui da, da' ed r, r’ sono gii angoli di contingenza e I rag- 
gi d' osculo respcttivi degli archi suddetti. Posto ciò l’equazione 
della continuità si ridurrà alla 

B Wdm 
rr'dvli rr'diìi 

in queste formule converrà rammentarsi che le superficie di cui 
da, e dm sono gli elementi saranno mutabili di figura col tem- 
po allorquando le linee che costituiscono gli assi dei filamenti 
non rimangono invariabili per tutto il seguito del movimento. 

341. Se il mulo del liquido tale si immaginasse che le sue 
molecole concorressero tutte egualmente ad un punto fisso 0, le 
superficie normali ai filaioenti sarebbero sferiche col centro co- 
mune in O, e dX dX' potrebbero rappresentare due archetti di 
circolo massimo tra loro normali, ed appartenenii alla superfi- 
cie sferica che passa pel punto m, e di raggio r = 

Osservando quindi che in tale ipotesi |>er ciascun filamento il pro- 
dotto didi' è costante si potrà scrivere 
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{^) » = 7 . 

e però la ( 1 ) diverrà 

(5) +(lf)^ 

Per quanto si è dello la B al pari della ^ potrebbe essere 
funzione delle coordinate superliciali x', y' z' e del tempo t ; ma 
per ben comprendere in qual mudo essa può essere formala, te- 
nuta r origine nel punto 0, e passando alle coordinate polari si 
faccia 

X s= rcos 6 sen^ , y = rcos^cos^ , z = rsenfl 

Poiché r integrazione parziale della [2] si è fatta nel senso 
del moto supposto, cioè del raggio r, cosi la p e quindi la Jf 
oltre essere funzioni del tempo lo saranno ancora degli angoli 9 
e 9 , e però la velocità sarà in generale espressa da 



E veramente è agevole il concepire che immaginando tracciale 
intorno all'asse delle z tante superGcie coniche vicinissime, nello 
spazio Ira esse compreso possono aver luogo tanti differenti mo- 
li del liquido concorrenti bensì al vertice comune O ma in- 
dipendenti affallo tra di loro. Dividendo inoltre questi spazj me- 
diante un numero qualsivoglia di piani che passano per l'asse 
si decomporrà la massa liquida in tanti filamenti le cui velm iià 
per lo stesso valore di r possono essere le une dall' altre diver- 
se differendo persino di una quantità finita. 

Tutto ciò può accadere mantenendosi la continuità nel flui- 
do e facendo astrazione dalle altre condizioni che risultano dalla 
sussistenza delle equazioni delle forze solhciianli, e non è che la 
fisica interpretaziune della forma della funzione che per 

la natura degli integrali delle equazioni a differenziali parziali 
può essere drscoalinua , lauto per i diversi valori dì 0 che cor- 
rispondono agli spazj interposti Ira le descritte superficie coni- 
che , quanto per ì differenti valori di 9 che determinano l' in- 
clinazione dei piani che passano per l' asse delle z al piano x y 
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345. Nella soluzione del propostoci problema abbiamo sop> 
posto che le molecule dei liquido concorrano tutte ad un centro 
comune , ma è evidente che una tal condizione non è necessaria 
alla continuità dell’Intera massa, e però i risultamenli ottenuti 
non sono dolali di una completa generalità. 

E per offrire un esempio fra tanti, di un moto diverso da 
da quello finora considerato e che soddisfa alla continuità, accen- 
nerò soltanto il moto uniforme rotatorio di tutta la massa li- 
quida intorno all'asse di un vaso conico entro cui la massa me- 
desima sia contenuta. In questo caso detta a la velocità angola- 
re avremo 

U 5= — ^ ■ ; V = — , W s= 0 

e perciò 

tidx ■+■ vdy 4- wdz = c^xdy — ydx) 

il cui secondo membro non apparisce differenziale esatto. Ciò non 
ostante potremo determinare compiutamente le leggi di codesto 
molo rotatorio, e ne abbiamo già insegnato il modo al §. 233. 

Se poi la massa liquida oltre avere un moto convergente al 
vertice del cono rotasse contemporaneamente intorno all'asse del 
medesimo, si vede che potrebbe avere una specie di moto per 
filamenti spirali che soddisfarebbe parimente alla coiulizione della 
continuità. 

Ora perchè fosse realmente completa la soluzione del moto 
di un liquido entro un vaso conico converrebbe a mio credere 
che le espressioni delle velocità delle molecule componenti la mas- 
sa data, e dedotte dall’equazione generale della continuità fos- 
sero tali funzioni di x, y, z da rappresentare tutti i possibili mo- 
vimenti della massa medesima; ma io dubito assai che quello 
finora conosciute, non godano per questo rapporto di una asso- 
luta generalità. 

Fi|{. »5 346. Prendiamo ora a considerare un liquido le cui molecole 

concorrano da tutti i versi egualmente in direzioni normali ad 
un asse 00’, e immaginando tracciala una superficie cilindrica 
atlornu l’asse 00' distante da esso dell’ intervallo r, potrebbe 
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assumersi per elemento di una tal superficie il quadrilatero 
m'mnn', io cui 

ffm = d>.=3rdE, mm'=d).* scostante 
sarebbe perciò 

( 7 ) y=T 

E l’equazione delle forze sollecitauli che somministra il va- 
lore della pressione sarebbe la seguente 

(8) p = C -hJTds Logr. 

Si potrebbero pei qui rinnnovare tutte le considerazioni che 
si sono presentate nella risoluzione dell’antecedente problema; 
ma omettendo una tale ripetizione faremo piuttosto osservare che 
le (4) e (5) sono le stesse equazioni che l’ egregio professor Ven- 
turoli ritro>ù altrimenti nella memoria sull’eOlusso dai vasi co- 
nici, e le (7} e (8) coincidono con quelle che il medesimo il- 
lustre autore ha registrato nel corso di Idraulica parlando del 
muto de' liquidi riferito a due coordinate e compreso fra due 
rette date. Non altro scopo mi sono prefisso nel dedurle d» prin- 
cipj diversi, se non se quello di dimostrare come le stabilite for- 
mule si prestino con facilità a risolvere i problemi di Idraulica 
quando per qualche particolar circostanza sia conosciuta preven- 
tivamente la natura dei filamenti dai liquido percorsi. Ma al- 
lorquando questa è ignota non v'ha dubbio che non si debba ri- 
correre alle equazioni generali (4") e (A) del Capitolo I. deN'Idro- 
dinamica, 

347. Vediamo ora come ciò possa tentarsi, nell' ipotesi di 
lid'* -f- t'd'y u>d'z = d'k 

con che però si incomincia a diminuire la generalità del pro- 
postoci quesito. 

Partendo da una tale supposizione abbiamo veduto che tutta 
la diOlcoltà consiste nell* integrare a dovere l’equazione della con- 
tinuità, che trattandosi di fluidi imcompressibili si riduce alla se- 
guente 
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(9) 


C-^)-CyO-(S)=» 


e allorquanito si vogliono determinare le leggi del moto di un 
velo fluido piano prendendo in questo le coordinale jc , y si avrà 

M) = (^)=0el. ^9] si renderà ancora più semplice diventando 


( 10 ) 




348. Fermandoci pei momento a questo ultimo raso osserve- 
remo che rinlegrale completo della (10) è 

(11) * = 9 (x-hy\/ — l)-H</-(x~yv'— 1) 

indicando f , e ^ due funzioni arbitrarie che possono contenere 
il tempo ( in un modo qualunque. 

Se con 9 * e ij/' si indicano le derivale di queste funzioni si 
otterrà immediatamente dalla (11) 


( 12 ) 


■> 


4-' 


r da f<ik ' 

[« = 37 = U. 


e sostituendo questi valori nell’ equazione (£f) delle forze sol- 
lecitanti (§. 153.) essa si trasfosmerà nella 

-(*)-(?) 

La trajetloria descritta da ciascheduna molecula del fluido 
avrà per equazione differenziale quella che risulta dalla divisio- 
delle (12) l’una per l'altra cioè 


dr 9'-r 


tV- 


(^^) dx f'-+'l'' 

che può anche scriversi 

(d(C — dyy/ — — (dx - 4 - dy\^ — 1 ) 9 ' = 0 

e il cui integrale è 


(15) ^{x-y\/'—i)—'r{x-i-y\/—‘^)=T 

essendo t una funzione arbitraria delle quantità rimaste costanti 

nella parziale eflettuata iulegrazicne. 
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349. Si sogliono delcrminare le funzioni 9, e ’p dipcndenleinen- 
te dalla noia foriiia di <p' per alcuni valori parlii olari delle x,y: 
noi pure seguendo analoga Iraccia delcrmineremo dircttnnienle 
le 9 e ‘p, valendoci della condizione ebe certe molerulo che si Iro- 
vano in un istaiile determinalo sopra dale curve continuino a 
scorrere lungo esse per lutto il tempo del molo. Ciò equivale a 
suppoire noie a priori le Irajellorie descritte da alcune serie di 
moleculc del liquidò.' 

Si osservi però che, olire all’ essere (ullavia duhhioso se in 
tulli i possibili moli si verifichi radoltnla ipotesi di mantenersi 
sempre le inoiecule sulle stesso dale linee, l’introdurre questa 
condi/.ioiie nel problema , fa si che tutte le altre moleculc della 
massa liquida restano obbligale a percorrere delle lince della stes- 
sa specie (Il quella delle date, vale a dire delerminate da equa- 
zioni della medesima forma, e che non possono differire che per 
I varii valori che si allribuiscono alle costanti, ossia ai parame- 
tri, in esse contenute. * 

Gli esenqij che qui ^olto riportiamo schiariranno meglio quan- 
to si è finora asserito. 

3)0. Debba il velo fluido muoversi entro le due linee piano 
rapprenlale dalle 

( 16 ) y=c^x), y=^[x) 

le quali conterranno il tempo ( soltanto nel caso che le linee cui 
appartengono siano' mobili e variabili di figura. Converrà perciò 
che la (15) si verifichi per le coordinate x ed k(®), e per le *, 
e )5(x); laonde cssenlo imlifforcnle il seguo di t, si avrà 

(47) o[x + «V' — 1) — (^(j: — «V' — 1) = t 

(18) 9'x -V- tp(x — ) = T 

Pongasi nella (17) in luogo di x una tal funzione della stessa 
variabile die rciula x — ay' — 1 eguale ad x — [j \/ — 1, mentre 
poi x4 -i\/ — I diventa x + ot’\^- — 1; essa si liasrormera in 
coiisegui'iiz.i nella 

t/ * ’ 

(19) , aVt:zT)_4-(x— 

che solliatia dalla' (18) sommiuislia 

13 
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f[x + [iv—ì] — f[x + uy—i) 

Se si pone ed x 4- a V“^= * •+■ Aft ; 

per cui AA = (a' — ^)y/ — 1 , si avrà l'equazioue a differenze 
fluite 

(p[h,]e=: (p{h 4- AA) 

il cui integrale ci somministrerà la forma di ^(A), ossia in ge- 
nerale di f. 

Con metodo analogo si determinerebbe la forma di ìp, e quin- 
di si conoscerebbe la A con cui si potrebbe procedere alla com- 
pleta soluzione del problema. 

351. Quando il mo'o del velo fluido debba essere simmetrico 
intorno ad una retta, assumendola per asse delle x, conviene 
die cambiando y in — y e viceversa, li valore di A non subisca 
alterazione; e a una tale condizione si soddisfa ponendo f = 
e la sola (17) che diventa 

(20) (p(x 4- a(z)\/^) — f (x — a(x)v/— 1) » t 

basterà a determinare la forma di una tale funziona 
Facciasi a tale oggetto 


( 21 ) 1 

X — «(x)vCTT — A^ 

X4-<r(x)v/=Ì=Aj^_^,j 


9 (x — flt(x)v/=rT) = ?^ 

( 22 ) j 

9(x4-«(x)V=n)=?j^^ 

e la ( 20 ) si trasformerà nella 

(23) 

^(6H-0 “w=T 

il cui integrale è 


( 21 ) 



Eliminando dalle (21) la x si otterrà un equazione a differenze 
fluite costanti fra sd A^, mediante l'integrazione della 

quale sarà dato il conoscere A^ in funzione di u , e viceversa ; e 
cosi sostituendola nella (21) essa ci additerà la forma di 9 . Un 
esempio facilissimo mostrerà l’ uso dell’ esposto metodo. 
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353. Sin il velo liquido rumpreso fra due rette che partalo 
dairorit'ine e siano egualmente inclinale da una parte e dall'al- 
tra detrasse delle ®; sarà quindi u[x) = ax\ onde le, {21), di- 
verranno 

che divise Tuna per 1* altra e postò 

. I — « • . • 

= fl 

. 1 — — ‘ 
somoiinistrauo ' 

' . ■ i l ì ( ; ‘ 

da cui si trae integrando > ' 

h^ = Cn^, e logà^ — logC -t- falogn , 

sostituendo questo valore di a nella (21), e raccogliendo nelle diie^ 
i4 e B le costanti e le funzioni arbitiarie del tempo introdotte 
dalle diverse parziali integrazioni, potrà scriversi 

-+• yy— 1] = il -t- Blog(x -+- il. 
, ; 9 (x — yV^) == ^ .+ BU)g(* — yy/— 1 ) 

avremo quindi 

i = 2A -f- Blog(x*-t- y*) 

da cui ' , 

( ,/i\ • /</*>* «gy 

ilx) x*-i-x*' . \<l^/ •' , ■ 

F==y/u»-t-o»g=- ■■ — • : , 

V/c 

p = C +IFd'f- — (:||)log[x*-t- y>) 

E queste equazioni coincidono con quelle del §. -146 sólinn- 

* ' g ' » t 

to che in luogo di B si scriva - . 

353. Se le linee che comprendono il velo fluido fossero le 
iperbole contenute nell’ equazione 




le {21; diverrebbero 
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* -+ 






Per eliminare la x si sommino e poi si soUraggaoo tra loro, 
quindi ai molliplicliino i due risultati , e si otterrà 

ponendo = — W«) 

e ia'y / — 1 e=; A la trovata equazione trasformasi nella seguente 

ebe ha per integrale 

*‘u = 9s. = ^“-+-^ 


h\--B 

e però a = — — — 

Sostituendo questo valore nella (24) si avrà 

da cui rilevasi la forma di <p. 

Baccc^liendo infatti tutte le costanti e le funzioni arbitrarie 
nelle due M ed N, si otterrà 

(f[x -4- yV— f]" =3/4- A’(x -+- yV — 1)* 
f{x — yy/ — 1) = ^ -4- iV(x — y\/ — 1)* 
laonde 4= 2i1!f 4 - 2JV(x* — y») 

“ = (tx) = ’ c= Q = - 4i\’y 

p = C 4-/Fdr- 2(^)(j* - y>) - 8A>* 4- y>) 


351. Ma veniamo al raso del moto dei liquidi riferito a tre 
coordinate, per cui, ferma stante l’ipotesi dcirintegrabililà del 
trinomio ud'x-\-x>d'y -*rvod'z, conviene integrare la (9). 

Avanti tutto si osservi che la quantità 

d'x d'r d’t d'k 

d s d s d s d s 

rappresenta la velocità F di una molecola qualunque m dcconi- 
posle secondo l’ archetto d's, diagonale del parallelepijwdo ret- 
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(angolo che ha d’x, d'y, d'z per lati. Se dunque questa compo* 
nenie è nulla , ciò signiflra che l' archetto d'« è normale alla di- 
rezione del moto; sicché tutti i punti per cui abbiasi d'k = 0, 
os»ia k=^, apparterranno ad una superfìcie che è incontrata 
normalmente da tutte le direzioni delle molecole in essa situate. 

Quando sarà ottenuto l’ integrale della (9) che ci fa conosce- 
re k espresso per x, y, z, l, oltre esserci note le velocità e le pres- 
sioni corrispondenti ad una molecula qualsivoglia in un istante 
qualunque , avremo quindi mezzo di determinare le equazioni 
di queste superflcie che godono della mentovata singolare pro- 
prietà. , 

, 355. Talvolta accado che conoscendo alcune linee che devono 

descrivere le mulecule del liquido, e conseguentemente le equa- 
zioni delle superficie che tagliano normalmente queste e tutte 
le altre trajcllorie della stessa famiglia, si può dedurne con qual- 
che artifizio un valore particolare di k che verificando la (9) 
soddisfi parimente alla condizione che il liquido scorra tra mez- 
zo e rasente le linee date. 

Ma questo metodo è indiretto, e il più delle volle sarebbe 
difficile l’indovinare come l'equazione della superficie normale 
entri nella composizione di k. Ciò nulla meno le soluzioni dei 
due seguenti problemi, dovuta la prima al sullodato Prof. Ven- 
turoli, l’altra all'egregio Prof. Giulio di Torino, sembrano sug- 
gerite dalle esposte considerazioni. 

356. Ecco infatti a quali termini può ridarsi il metodo con cui 
il primo dei citali autori procura di risolvere il problema nel caso 
in cui il liquido sia obbligato a scorrere per un vaso conico, in 
tal guisa, che le molecule che si trovano rasenti la superficie in- 
terna di esso vaso, convergano tutte al vertice del cono. 

Prendasi l’origine in questo vertice, e detta r la distanza di una 
molecula qualunque situata sopra la superficie conica interna a 
corrispondente alle coordinale x, y , z si avrà 

r’ = -t- y’ -4- a* 

e se si chiama V la velocità della molecula medesima diretta 
secondo il raggio r, le sae componenti saranno espresse ordina- 
tamente dalle tre seguenti 
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da cui si deduce 


l**. 




^ y{xd'x+yd:y->rul‘z) _ 

r 

kz=zfVd'r 


'■ 357. Ma qui si avverta che volendo dedurre 11 valore gene- 

rale di k dalle equazioni («] che esprimono la convergenza delle 
inolecHle siliiate sulla superficie interna del cono al vertice di 
di esso , si viene a supporre la stessa convergenza a tutte le mo- 
lecole componenti la massa liquida; vale a dire si prende per dato 
ciò che io seguito si pretende dimostrare come risultato della pre- 
sente analisi. 

358. Premessa questa necessaria avvertenza si osservi che per 
la possibile esistenza della (p] dovrà essere Vsss([r) , e però si avrà 




onde sostituendo nella (9) essa diventa , 
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da cui 


Sdr 


lfl9 


e integrando 


e perciò 


Bara dunque 


à.f{r)- 


({r): 






r* 





^ t_ 


359. Giunto il Venturoli a queste equazioni che coincidono 
colle [4] e [5) del §. 344. determina le funzioni arbitrarie del tempo 
C ed i4 con metodi analoghi a quelli adoperati nella teoria del 
moto lineare , supponendo cioè cognite le pressioni in alcune si- 
tuazioni della data massa. 

Troppo ci dilungheremmo dalla nostra via se volessimo se- 
guirlo nella bella discussione di tutti gli ottenuti risultamenti da 
cui egli deduce conseguenze analoghe a quelle che dipendono dal 
moto lineare, quando agli strali piani che in questo si conside- 
rano normali alla direttrice, si sostituiscano guscii sferici aventi 
il comun centro nel vertice del cono. 

360. Il problema propostosi dal Prof. Giulio è relativo airelllusso 
dell* acqua dai vasi conoidali generati dalla rotazione intorno al- 
l'asse delle x delia curva che ha per equazione xy'‘=a*. 

Siccome 


2x' — (y’-i- s*} = cosi. 


rappresenta le superfìcie tutte normali alle iperbole della fami- 
glia della generatrice del vaso, cosi ha veduto che prendendo k 
aguale ad una funzione di 2x*— p* — z* si soddisfa alla condi- 
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zione rlic il liquido scorra radendo le f'eneralrici suddcUe. Ifa 
dovendo quesln funzione soildisfare anctie alla (9) Tarile è il perr 
suadcfsi che conviene porre - • 

A- = [2x’— 

\ \ 

rappresentando con A uba funzione arbitraria del tempo. 

Iiiteressnntissiino poi è il modo con cui egli seguendo la itrae^- 
eia della soluzione dell' antecedente problema, prende a deter- 
minare la pressione e la velocità per una moleeula qualunque, 
nonrhè la portata dall' infìina sr-zione, e le superOcie di.eguai 
pressione corrispondenti a d'p = 0. 

3G1. Ciò nullameno per quanto siano lodevoli gli ingegnosi 
metodi con cui ì due illustri autori hanno studiato di determinare 
negli esposti rasi particolari le leggi del molo dei liquidi riferiti 
a Ire coordinate, è pur d’ uopo ronveoire che sono lungi dall' of- 
frire quella generalità che si riscontra n«>Ìla soluz'ione dei proble- 
mi relativi al molo di un velo fluido riferito a due sole coordi- 
nate. E ciò è ben naturale , imperocché in cjucsl' ultimo caso si 
può ottenere 1’ integrale completo della (10) il quale racchiude in 
se sles.so la soluzione di un infinità 'di particolari problemi di- 
pendenti dalla varia datura delle libre” entro cui il velo fluido è 
obbligato a muoversi. Io credo quindi che debba' riputarsi utild 
qualunque tentativo diretto ad ottenere delle espressioni di k che 
sodilisfaccndo'alla (9), in virtù delle funzioni arbitrarie da esse 
contenute, siano altrcsi adatte a sonàminifitrare in un modo più 
generale, un gran numero di soluzioni diverse di problemi re- 
lativi al molo de’ fluidi a tre dimensioni ‘ * 

A tale oggetto mi sembrò conveniré la seguente formula 

-H m»-+- — 1]-!- -t- m*— l] *t" 

• ■ - > ' nri.\ ‘ ; ,11 ' [ . • , 

m/+{z-±ma]V — + 

IJ H- ‘ 

Questa soddisfacendo alla (91 qualniiquc' siedo i Valori di mi 
tn,. ni,, non può veramente risguatdar'si quale integrale completo 
della cqiiizione medesima; dovendo i’ irtlegra le completo comporsf 
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della somma di tatti gli integrali particolari dedotti dal prece- 
dente attribuendo alle tre indeterminate m, m,t tutti i possi- 
bili valori da zero all’ infinito. ‘ ' 

r.a semplice ispezione del trovato integrale rende manifesti gli 
innumerevoli casi in cui , tenuta ferma l’ ipotesi di d'k differen- 
ziale esatto, può variare il movimento di una massa liquida con- 
servando la' propria continuità, ed incompressibilità; poiché oltre 
alla forma arbitraria delle funzioni in esso contenute, si scorge 
che dipcndenteincate dal numero, e dalla discontinuità di que- 
ste, si possono obbligare le varie molecole del liquido a soddi- 
sfare nel loro moto ad altrettante diverse condizioni quali sareb- 
bero quelle a cagion di esempio, di scorrere lùngo'date lince o 
superficie. ' 

. . Quando però si limili il , numero delle superficie che costitui- 
scono le faccie del recipiente, e lungo le quali dove muoversi ii 
liquido , questo integrale potrà ridursi a contenere soltanto qud 
numero di funzioni arbitrarie che sono suscettibili di determina- 
zione dipendentemente dalle condizioni cui ii sistema è assogget- 
tato. E a una tale determinazione potranno essere utili i metodi 
che si devono al celebre Monge, dedotti dall* integrazione di equa- 

j ■ I ; ' 

zioni alle diflurenze. 

Quantunque il metodo da tenersi bella soluzione del presente 
problema sia analogo a quello già usalo nell* 'antecedente tela- 
tivo a due sole coordinale, pure le difficoltà nel caso ahuale''sono 
molto maggiori in quanto chè, per assegnare la forma delle fun- 
zioni arbitrarie, si giunge in generale ad equazioni alle differen- 
ze di gradi elevali e di laboriosa integrazione. 

‘ 362. Se si volesse che la superficie interna del vaso fosse gene^ 
rata dalla rivoluzione di una curva piana intorno all’asse delle jc; e 
se di più si supponesse il moto simmetrico intorno a quest'asse, 
osservando che il valore di k deve essere invariabile cangiando 
z eJ y separatamente, o unitamente in — z, e — y, polrà ri- 
dursi alla forma seguente ... 

I = (p{x\/2 -+- (y-t-zV !?(a!V'2 — (y + z'y— 1) -*- * 
f(jV'2-t-(y — (y— zlv/^) . '• 
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in cui non vi è di indeterminato che la forma della soia fun- 
zione 9. , 

In questo valore è compresa ancora la soluzione del Prof. 
Giulio relativa all’ efflusso dei liquidi pei vasi conoidali, come è 
facile a vcriGcarsi avvertendo che si ha , , ^ >i( 

* = ^ -*-(y + =) - (^2 — (y -i- s) v' -+- ' 


^(av'2-i- (y — z) V— ij' -i- ^(*^2 — (y — z)V— ir 
- ’ •' i=.4(2x*— y’— s‘) 

. . f ' • 

363. Io credo poi che in parecchi casi in cui il trinomio 

< 

ud'x 4- vd'y 4- u>d'z 

è un differenziale esatto, possa riescire utile il metodo proposto 
recentemente dal Si;;. Prof. Domenico Turazza e di coi darò qui 
un surcinto ragguaglio. 

Effetlua egli da prima la nota trasformazione della (a) io un 
altra a coordinate polari, ponendo 

2 = rsen.dcos.4^ , y = rscn.Ssen.d' , z = rcos.O 
con cui essa converlesi nella 







Quindi egli pone 


rAs= Qo-t- 0,4- Q«4- .... 4 - Q, 

t .s 

rappresentando con Q. Q, Q,..., dello funzioni razionali dello 
coqrd nelle polari, ciascuna delie quali verifica la seguente 


rf9 

In tale supposizione si soddisfa alla (d) mediante la 


n(«4-l)Q.= 0 



n(n I ) 
r» 


Q. = 0 


la quale ha per integrale completo 
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(^) 


203 





dove A, e B, sono funzioni di 6 e che verificano la (2?). 

. . La (^) può quindi essere considerata come un integrale del- 
la (^) che contiene due somme infinite , che si sa d'altronde cor* 
rispondere a due distinte funzioni arbitrarie. 

Veramente potrebbe cader dubbio se queste due sole funzioni 
arbitrarie possano costituire completo il trovato integrale della 
proposta, stante l' incertezza del numero delle funzioni che ser- 
vono a completare gl' integrali delle equazioni a difierenze par- 
ziali d' ordini superiori , e a più variabili. E questo dubbio po- 
trebbe viemaggiormente essere confermato dall' osservare che le 
espressioni di k del §. 361. quantunque contengano due o più 
funzioni arbitrarie delle coordinate e del tempo, pure non si de- 
vono considerare che semplici integrali particolari della proposta. 

Ciò non pertanto è certo che anche sotto questa forma può 
talvolta convenire di adoprare il valore di k. 

Ad illustrazione del suo metodo il Sig. Turazza si fa ad ap- 
plicare le formule sopra scritte al caso del moto de' liquidi per 
un vaso conico, la coi superficie sia determinata generalmente 
dall' equazione 

y*-»- z»= 

Supponendo egli che le molecole del liqnido giacenti in questa su- 
perficie siano dirette al vertice del cono, stabilisce le tre se- 
guenti 

m*»u — yv — 2 to = 0 
xw — au=:0 

COS.\p= * ■■ ■ 

ieD.8‘\/« m* 

Troppo lungo però riescirebbe il seguire il dotto autore nel- 
r ingegnoso ragionamento con cui si propone dimostrare che in 
conseguenza di esse tutti gli A, e B, sono nulli, toltone Ao e B^ 
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e che perciò si ottieni il nolo risultato che abbiamo già altri- 
meati e più volle ricavato 


Soltanto faremo risovvenire che è applicabile a questo modo di 
dctcrminilCc 'i coeflìcieiiti ' J, è B, I' osservazione registrata al 
^.' 349. 6 con cui si mostrava che ne rimane limitata la' genera- 
lità’ della soluzione del problema. ' 

Resterebbe ora a franare eoo maggior estensione dei casi in 
Cai il trinomio uà'x-i-vd’y + wd'z non è diOerenziale esatto; 
ma altrove io mi riserbo a parlarne, imperocché la diRìcoltà e 
l' elevatézza dell’ argomento non permettono che sia convenien- 
temente collocato in un corso elementare,' e perchè sembrami 
quasi di sentirmi rimproverare di avere oltrepassati i limiti con- 
cessi a queste ricerche speculative massimamente' da coloro che 
le reputano di poca o ninna utilità alla pratica. •' 

I Io però ho' voluto su di esse tenere non bceve discorso, giac- 
ché vado persuaso che anche la pratica Idraulica da codesti studi! 
teorici, possa trarre sicuro gioTariienlò;e perchè ofifrendo ai giovani 
questo saggio mi sono prefisso di invogliarli a percorrere un cam- 
po tn flora in 'gran parte incolto dove possono cogliere ubertosa 
ntesse. E se a cosi nòbile impresa si accingeranno, potrà servir 
loro di mollo vantaggio la lettura' delle' opere di varii nostri 
Idraulici nazionali, e specialmente dei lavori che il Sig, Piota ba 
pubblicato e sta pubblicando su tali argomenti , e dai quali la 
Kjenza ha la ferma lusinga dii ritrarre lustro ed incremento. 

- • • .■ I. .. .. 
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MOTE, aggiunte e CORREZJOSI AL VOLUME I.' 

» ' ■ I • * i • , J.. • ' , » 


Pa$- Linea Errore 

i6 la di cui le (a) e (4).sono nrccs- , 
urie cnniegaciiie delle ^1} e (3) 
39 i3 e Id poiieiene. 

41 ull. rSenS/fi;//- 

44 5 fxyàr . , , , 

,1 t ** t “ ■ *“ 

St ull. a:'=r — i — 

3„i 

r -T-r 

65 9 djr—tdu-\-d/t' , de = dà" — ydu 

— d/i' d/i" 

>d. 19 * = , yz=—, 

dt» dtì 

ili. 3o dysszxda, d*= — ydo 
66 


I Corretione i 

di, cui le (a) e (3) sono Deressarie 
conseguente delle (1) e (4J. , 

e la positiooe delia risuluuie . j 
r*seii6dfl</^ .. . , . _ 

f xrdt 

_ A r’-f-’/* 

3 r'+r" 

dy — dìt’—tJu, dì — J/i"-t- ydit 
__d/i! _—d/i" 

der dcu ^ > 

dye=—edoi, dt=xydcì 


ed. $. 1191 ei tottiluirea il teguente. 


lag. Un corpo mobile altotilo ad' no asae fìsso è in equilibrio quando A 
animalo da forze i cui momenti inlorno aU’atte stesso suno eguali e di se- 
gna contrario ($.ii^)^Cosl a cagion fi’ esempio, immaginando immobili i 
punti situati suH’asse delle a deve sussistere l'equazione = Che se il 
corpo i scorrevole lungo l’asse slesso Jn guisa tale che possa in esso imma- 
ginarsi infìizalo, converrà inniire per l'equilibrio che sussista l’equazione 
X 2 — a, allrimenli le forte SX, esrslenti ih piani normali all' asse non 
potrebbero impedire il ’molo progressivo .del corfio lunga l'asse mesfesimo pro« 
dotto dalle XZ. Dunque l’equazioni XZ = o tono necessarie e ba- 

stanti ad assicurare l'equilibrio di un sistema rigida che può rotare attorno 
ad un asse fìsso Ot , è scorrere Itingh'esso. 

Ma il teorema dimostralo superiormenlé ci tende 'palese che it moto 'ini- 
ziale di un sistema rigido libero si circtluà con contemporanea rotazione e 
progressione, rel.ilive ad un asse momentaneamente fìsso; ne conseguila quin- 
di, che detto Òi’ un tale asse istantaneo, per l'equilibrio delle forze intor- 
no al DDedesIihò conviene che sia XZ' — o. — Siccome poi devono 

•ussistere queste equazifliii‘'qualunque sia l'asse islanlaheo che si consitiera 
acciocché siano impellili al corpo tutti i {KiSsìbili movimenti iniziali ossi 

converrà, e basterà ohe sussistano le sei seguenti ‘ ‘ 

■ / 

(e) ZX = o, XZ = o-, = = = o 

che qualunque sia la, situazione degli assi couducoiio sempre alle XZ =0 
= o iadipvndrolemeole dagli anguli xi^ yi‘, zz'. , , 

Coloro che jireferietero dedurre quesle equazioni necessarie all' equilibrio 
di un sistema rigido dai Soli princifi/ che ci hanno servilo di guida nella 
composizione e decomposizione delle forse potrebbero tenere il metodo seguente. 
Lemma. Perché più forze parallele si (acciailo cquilibriu agendo io un 
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oerpo (oliiloi eonfirne che li riniUinle di quelle diretle in un teiMo lia 
eguale e direllamenle opposte alle risullanle di quelle diretle in sento cou- 
trario. Per esprimere anali licamenle questa condisioiie , si indichino con 
P, P', P", le fone dirette in un scuso, e con /”_ quelle diretle 

in senso opposto, ed assumendo l’asse delle e parallelo alla direaione delle 
forse, le coordinale della risultante ZP delle prime dorranno csscto eguali 
alle coordinate analoghe della Zi*,; e però si dorrò arere 


lP-hiP,=o, 


l.Px 

ZP 


Z.P.X, 

■ ZP, * 


Z.Py_Z.Pr,' 
ZP ~ ZP, 


da cui si traggono le due 

=o I.Pj'+ZP/, = o 

e comprendendo sotto lo stesso simbolo sommalorio le forze parallele dirette 
in ambedue i sensi , supponendole implicilsroente atrclte di segno contrario, 
le Ire equaxioui necessarie e basUiili all’equilibrio, Saranno le i 


(«) 


ZP = o ZJ*x= o ZJ*y = o 


Se i ponti di applicazione delle forze tono lutti situati sopra una linea 
retta , prendendola per asse delle x le equazioni di condizione si ridurranilà 
alle due sole 

(a) ZPx=o, Z,/’x=o 

Abbiansi etra piò forze S, S', S", , .. dirette eomanqne nello spazio ed 
applicate ad un aistedta rigido nei ponti corrispondenti alle coordinale 

r. *). (**. r'i («"i /'f »")i • • • 

Prendansi tre atti arbitrarli ortogonali , in guisa tale che la direzioni di 
S, S', S", o delle loro componenti intersechino il piano xy nei punti dalle 
coordinale (x, y,) , (x', y ,) , (x,'' y,'") ec. ed iri si trasportino le forze S, S", S", 
destompooendole poscia nelle Z" parallele all'attc delle a e nelle r, s', r", 

esistenti nel piano xy. Si prolunghino le direzioni di queste ultime fino ad 
intersecare l'asse delle x, nei punti corrispondenti alle ascisse x., x,', x,"...; 
ed ivi trasportando i loro punti di applicazione ti risolvano rmalmeiite nella 
X, X', X" ... ; y, T', y, . . . , dirette le prime secondo 1 ' atte delle x , nor 
mali le altre all’asse medesimo. 

\olrndo che le date forze ti facciano equilibrio i evidente ebe l'equili- 
brio deve sussistere parzialmente rispetto ai tre gruppi di forze ortogonali 
in cui esse tono state decomposte Infatti, te le forze Z non ti distrugges- 
sero scambievolmente Ira loro, e ciò nullameno ti ritgoardatse il sistema 
equilibralo, ti potrebbe senza turbarne lo stalo rendere fitta una retta qua- 
lunque tracciala nel piano xy, con che verrebbeai ad annullare l’errdlu d] 
tulle le forze X ed P eaiinprese in questo piano, e perciò si potrebbi ru lo 
glicrc. Ma iu lai caso le forte parallele alle a farebbero io generale rotaie 
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il tiiKina intorno «Ila retta che abbiamo resa Asu a meno che non avesse 
luogo il loro parziale equilibrio. ** * ' ' • (t- . 

Con analogo ragionamento si proverebbe , flstàndo no punto ilell* asse delle 
c, che le Y debbono farsi equilibrio pariialmeiile Ira loro; come pure le X. 
Dovranno dunque per le Z vcrifiiarsi le equazioni (i) cioè ' ' 

I • : . t 

T-Z ~ o I TmZy ^ - o ^ Tt,Zx ^ ^=o 
per la X, le equazioni (a) 

’ ir=o I.Tr, = o 

t . Il 

e per le X dirette tutte secondo l'asse delle x la sola ZX=o. ,, 

Ma si noti che il momento della £ rispetto all'asse delle x è Zy— Y%, 
« questo momento non cambia di valore trasportando la forza data in un 
punto qualunque della sua direzione cidi nel punto delle coordinate a = o, 
, ed X, ; onde si avrà 

zr, = z,^r, 


nello stesso modo si Iroverh 

Zx, =z Zx — X« 


Inoltre il momento della 3 rispetto all'asse della a deve essere eguale al 
momento della / , ed il momento di questa equivale ad Xx, ; dunque si avrà 

Xx. = Xx— X« 

I * I • . c • / S 

Saranno dunque per l' equilibrio del sistema neoessarie • bastanti le sei 
equazioni 


(') 


{ SX = o, lX = ò, lZ=o, 

I(Kr— Xj') = o, 'i[,Zy — Xi) = o, 7{X* — Zx) = i 


come avevamo trovalo col metodo antecedente. 

Scolio. Potrebbe essere che qualcuna delle forze f riescisse parallela «I 
piano xy per cui la sua direzione prolungala non intersecherebbe il piano 
medesimo; e talvolta ancora potrebbe accadere che qualcuna delle r, riescendo 
parallela «ll'asse delle x non lo incontrasse giammai Ma per ovviare a que- 
sto inconveniente, si consideri la S come risultante di tre altre forze P,Q,B, 
le cui direzioni essendo arbitrarie si possono prendere in guisa che incon- 
trino il piano xy , e che le loro projezioni su questo piano non siano pa- 
rallele ad Ox. 

Ciò posto , ed osservando che 


X — PctiPx -h QeoiQx -+- ScotBx 
y = Pco^Py-\- QcoiQy -+- HeotSy 
Z = PcaiPi -f- ^cosQa.-f- BcaiBt, 


si vedrà clic i lermiui dipeudculi da queste tra forze P, Q, ed B che devono 


-s 
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iolroilurii nelle (e), (qno qpelH, «tedi, che Irariebbero origine ilall* ,X,y,Z, 
e però rofferU Jimoitniione non rieicirò meno rigorps». ■ 

67* •(. S- si <sggiun^a il seguente • . ^ 

, (i3i)6ix. Dalie capoa^ consideraiipoi chiaro ne emi'rge che noo sempre 
esule la risuliauie <^i uu sistema di forie applicale ai Tarii punii di uu corpo 
rigido. Però è agevole il dimostrare che le forze date possono sempre ridursi 
ad un infiniU di sistemi* diversi di due forze.* 

SuppoDgansi infatti, le forze date equivalere alle due E eà rutlima 
delle quali per maggior sempHciU ^ìmuiaginereiao che passi per rorigiue 
arbitraria delle coordinate, mentre la prima ha per coordinate di un punto 
qualunque della sua direzione le .T’i* ' 

'Siccome vi deve essere* éqnifihiùo tra' le 'forze date, e le ed prese 
in contrario senso,- dovrvuno suaslsterè le sei equazioni seguenti ^ 

TX — EcoiEx — ^co5^x=o , 

LI. . •« . • » . t . 

2 ri— Eco^X — ^-^cos rr == o 
TZ •— £cos£a — Fco\Fi = o 

I..' • J • ’a ■ ti» .1 

( !H{e) — E[co^Er.x^ ' — cos£x./,) = o 
3f X) — E{ COÌ>Ex — C05£«.X|)= o 
Sf[x) ,T(cos£s.^j — COs£/.i,)=: o * '■ 

w / f. »•> v«- «tv > 4 ...«I ..I 

E sostituendo nelle (j) ì valori di EcoiÉx , Ecos^v, EcOiEt tratti dalle 
(i), si avranno tre equazioni che appartener devono ad una retta coincidente 
colla direzioiiè della forza Ma perchè queste Ire eqnasiaBi rappresenliuo 
realmente una retta conviene che sì verifìchi la * 

ossia la » <• / -I : t / 



(*) ' E[cO'Ex^(j^j-f^cb?EyiBf^y^*+-cosE»^^^jj=±:o 

a' cui si può 8 oddia''are in infìoilì modi 'determinando convenientemente la 
Ft e gli angoli formali dalla di lei direzione cògli assi* 

Assunto quindi un valore e una direzione della F che soddisfi alla (/), 
Piniensitè e la posiaione della JS, saranno pienamente determinate mediante 
le seguenti ' 

E == ^/( — Fcoii' X)* -1- EcosEt*/* -f- ( Eeoi /^*) 


.rx= 


XX— Fro«/V 


co^Èf = 


ly ^ FeoiFf 


CosEs z:z 


TZ — Ecos/^^ 

È 


Si noli p )i che allorquando il sistema è irreducibile ad un* unica risuN 
tante, la E e I 4 E devono necessariamente esistere in piani diflereuli. 

Pag. 78 . Un 4 risalendo d* assi paralleli d* assi 

y 8 e. dopo il i54. si aggiunga. 
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“ fiSi-ì Ut- Richiimando <nianlo fu dello al §. (l 3 i 0 relalÌTanieiil< al- 
resi.lenia di infinili aiiletni di due forie E ed E ec|iiir .lenii a più forre 
che animano i vari! punii di un corpo, è facile dimoitrare, dieiro le Irovale 
formu’e, che il leiraedro formalo eongiunyendo a due a due gli eslrerai .Ielle 
E ed F ha un volume coslaiile, q.ialunqiie sia il sislema di .lue forre rlsOl- 
lanli che essse rappresentano. 

Si osservi dapprima che I’ equatione (A) del dialo paragrafo che dese ve- 
rificarsi nella nosira ipoieai , è ri. lucili. le a quesla più semplice 

.Vj^.jCO Et‘=z o 

da cui si delnce che l’angolo Ex' deve eguagliare 9..“, e però la forra E 
.leve esislere in un piano normale all’ asse principale che passa per I’ erigi- 
ne assunta. 

Si richiami quindi dalla Geometria aiialilica quella propmirlone per cui 
si dimosira che il volume F del dccrillo leiraedro eguaglia la sesia parie 
del prohitlo .lei .lue Iati E tiì F e della loro più breve Jiilanra; ci..è la 
sesta parie della F m.dliplicata pel mom-nto della forra E rispello a.l un 
asse che passa per la direrione 0 / della F* 

Ma equivalendo le £ ed F alle c»mponeiili d.ile, certo è che il momento 
della E rispello alla direrioue della F pareggierà il momento delle conipo- 
nenli stesse: ossia, dovrà essere eguale al momento principale decomposto se- 
condo l’asse Of, cioè Hf^^^^cofFx'. Poneii.lo dunque per brevilà il trinomio 

IX ifj.j -+- 1 r .Vj, ) -i- = F 

ed avvertendo alla prima del §. i 5 i., avremo 


t Fen-Fx 

itx = ^ P 

6 HcoiÉ'x' 


Ma perchè R' è la risultante filtiria di tulle le componenti dale Iraspor- 
lale parallelamente a loro stesse in un sol punto di applicarione dotrà essere 

R'cos/l'x':=z EcOìEx'-j- Faisl'x' XX FuoìFx' 

dunque 


« 


Il Irinoraio P rsienJo costante per qiinlmique inclinfliiouc ili e per 
qualunque origine^ ne conseguita^ che aj onta della stippnsiztone particolare 
che la F passi per I* origine delle coordinale, pure si può in {jcnerale asse- 
rire, che in qu.ilunque sìsicioa di due ri*ull.»nli cquiva!t-nii «Ile forze con» - 
ponrnlì date, la pir.tinide Iriaiigolarc che si formerchhe congiungnido gli 
esiremi delle risuìt-mli medesime ha un volume costanic. 


Pag. 109. Si aggiunga al §. 198. il stguente. 

(i«j8) hix. Supponendo come nel pir*gr.èfo antccedenle dì avcie muì sii- 
le licic licssibilissima divi>a in laute >lriteic comprese d> linee Ira Irto iiur* 

li 
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niiilì, e coi rispeltivi rnggi J* osculo coincidenti coiU tiormale alla auperAcie 
data (come sarebbero a coj^ione d* esempio le linee di inaisima e di minima 
curvatura) si possono applicare facilmenle all'equilibrio di queste strisele le 
equasioni (9) del $. i8a. clic eseguita la diderenziazione divculaDo, nella no* 
tra ipotesi 


t Xds^fj = — — p9 — — d*pdv 

dfj d(T ds d$ 

yds^ (T — — qdsd S.ads — pd<jd-L _ ^d.f^v 

dfj dtr ds ds 

Zdsd9 ^ qdsd r— * — — — d.pdv 

da' dv ds 

Avvertendo alla nota HI. e chiamando p, p* i raggi osculatori corrispon. 
denti agii archi / e a si avranno ancora le seguenti equazioni 

Ì rf'if siL 

^ ^ ds da 

coipjc = C09p X —Co^Jrx = p — — — ^ ~d — ' 

d± 

CO'P)- = con =: co. jfx — p — — = p’ — — 


I ds , da 

1 COSpZ= cos p’z = cos i>« = p = i® 

\ ds da 

Decompongaiisì ora lo X</.\da, JVida, Zdsd^ in Ire forze Pèts ^ Qds ^ 
ifd^da dirette respeitiv:irneule secondo le tangenti agli archi r, e 9, e sciun- 
do la normale comune iV. , e si avrà 

-^QiU^~^Nds^<sxtì 9 ^x 
ds da 

ydsdts=.PSi 7 -^~+- Qds-^-^ ^dfda.cosiVy 
ds da 

di d* 

Zdsd<i=iPdv<^-\~ Qds T--1- iV(/jda.coiA» 

ds da 


Moltiplico le equazioni (o) req)eltivamcii(c per — ~ , e le sotti* 

ds ds ds 

d '' 

rao; poscia le moltiplico ordinali mente per jf, — e parimente le 

da ò“a 0 ® 

sommo. Ri[»elo quindi le medesime operazioni sulle (c) ed otterrò 


Qilvz=t Xdid.r-f- ydsdy~i~Zdsdz=z — d qds 
i*dfj — Adadx dda/>*-i-/^ff/s — — d.pdts 
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Soililuenilo quetli valori di Qdt t Plt nelle (e) poi ioUraendole dalle 
(a) li riceveranno le arguenti 

A’djdffcoaif!^— — ffd — 

dff d$ 

IfdsiacoiNy = — qiii — piaiJL 
ia ds 

NdsiaauNt = — qdsi^— — p3ad^ 
io ds 

thè avvitendo alle (e) ai Iraaformano tulle Ire nella aola 

• ''=(7-7) 

Se ai volesse che la tensione 7 fosse eguale a p ai avrebbe 


M7-7) 


t sftpendotì dull'analUi superiore che, qualunque alano gli archi 1 1 fs pur- 
ché ai taglino normalmente sulla data superficie , e abbiamo i respelliri rag* 

1 t 

fi di osculo coiocidenli colla normale alla medesima, la quanliU — -4- — 

p f 

è costante, se ne concludevi che qualunque elemento di anperficie ai consi- 
deri , caso aarh egualmente teso in lotti i sensi. Supponendo di più la forza 
Jf costante converrebbe arguirne cbe la superficie data è da per tutto non 
che in tutti i sensi egualmente lesa, 
gg i4 £ ed « B.aK 

gg ig sforzo K sforzo B 

Ila Bei paragrafi aoi, e ao 3 si cangi segno al raggio osculatore p. 

118 neir equaùone tfi) a'itang.x’ a'ktang^ 

lai nel $. laS mancano alcuni apici agli a. 


Ii 3 07 x = o; ed x=a, 

137 ao 7 \ni'n") 

174 S continua 
aa4 no per la distanza 
a 38 ai dell’ asse Oz’ 
a 3 7 a xy 
a 64 II z=pdt 
agg 8 le direzioni 
3 oa 4 (g) 

335 5 della p(o) 

337 8 n— » 

34a 3 x,'"=y"=:,,'"=o x"=8lc. 


X = o , ed X = o ; 
l\m'm") 

eoDlinna, e variabile 
pel quadralo della distanza 
deir asse O/* 

*r 

— — pdt 

le direzioni delle veloeiU 

<g) 

della f(x) 

I 

7 * 

_ in „ IH .ni, n „ » , ii 

I 7i * *1 • *1 » 7s > *1 — • 

»•'> Xii *1 — » 
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AGiilUNTE E CORREZIONI KL VOLUME: IL 


Pag. 4 - S- ** 


Errori 


Correùvni 


Alcune esperienze (li Rudherg «Tevano posto in dubbio TesaUezza del valor 
numerico del coefficiente della dilaiazione dei ga;, che secondo Gay Lussac si es| ri- 
merà generalmente con «=0,0037 5 , e portavano a coududere che si dovesse dimi- 
nuirlo di — circa rìducendolo ad « o,oo 36 i 6 . Recentemente il S<g. Re- 

gnauli nbile fìsico francese ha ripetuto in varii modi le esperienze relative, 
ed ha trovato che per Paria atmosferica il medio valore del ricercato coef- 
ficiente é «==o,oo3665« Questo ste>5o fìsico inclina a credere che il coeffi- 
ciente ili dilMiazione varii per i dilTertnlt gas; ed infatti due serie dì espe- 
rimenii istituite per deterruiiiarlo relativamente al gas acido carbonico gli 
hanno soiDiuinisIralo « = o,oo3C873. 

Se questi risullamenti souo con rnaggior certezza verifìcati converrà cal- 
colare uuovanienic tutte le formule che contengono il valor numerico di 
ponendovi quelli che si sono trovali, e che si troveranno per i diflercnti 
gas presi in considerazione. 

Pag. IO. §. a 3 . 

1 limiti degli integrali dupli che si riferiscono alle pressioni superficiali 
indicati nel §. aa. sono inversi di quelli degli integrali tripli relativi alle 
forze che animano P intera maitsa dopo avere effettuata la prima integrazione; 
perchè dunque ciò non accada nelle equazioni (1), e nelle ( 3 ) successive , si 
sono cangiati i segni dei secondi membri dì esse. 


Pag* a 3 linea 19 alla verticale 
«7 II (a'— ») 

iJ, i 5 p, 

id. i;, 18//P'... 


■ II. oriizonlale 
(*, — 0 
p—p, 
JJIf... 


3 0 

id. 

3 1 

36 

37 

38 


«7 


ra-t-pr 
4 risai. — 

5 — pK/,' 

® i'fll — 

6 risa!. =/ 

P' 
sa — 

G 

informala (c) II7 — IlV 
4. ultima dri preteote 

45 tg, io D, e D' 


— pr-A' 

— pP'h' 

gHaò— 

— l 
P 
G 

ny-n'v 

del lerzu 
ly, e D 


46 S risai. 


/^\ /dp\ 

\dpJ\d9J 
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43 »o p'=*P'(>+afl) p"=lp"(t -+-ct6) 

^ i rital. il raggio il raggio della laperRcie 

5 g 3 'y— c r — c 

£l L' equaiione [A’) può anche rendersi più propria alla esalta miaora 

( T T'\ 

I 1 

555 o J 

68 §.145 

Si noli che in queste formule il raggio oscnlalore r è preso posiliramen- 
le partendosi dalla corra e andando verso il centro d* osculo; che se si in- 
tendesse di calcolare l'aumento di questo raggio in direzione opposta con- 
verrebbe nelle formule di questo capitolo cangiarne il segno. 

6 Nell' equazione (A) tulli tre i termini devono esser positivi 
_d<r 
~dt 


8s 

5 a 


2A /r =- 


dt 


lai 

106 

107 


8 rital. K — A 

ao l’altezza « cui 


8 ritaj. ^ 
Ila ptnuU. A 
126 Ei/uat. Cg) 


aPgnAf 


LI? 

187 


Equat. 


j: 

/ 


Tia 


K — h' 
l'altezza coi 


+ ^ps—s 

m 


-jy 

j Odpda 


L'equazione (i) deve essere la seguente 


188 e il B ^ 

198 8. rital. si ommetta = o 


S6W VA\- d5-(8y?0 
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